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Cenni di probabilita

Variabile aleatoria discreta

Il valore di un titolo rischioso é incerto. Descriviamo il valore di un
titolo rischioso tramite una variabile aleatoria.

Sia X una variabile aleatoria discreta che pud assumere un
valore nell'insieme {x1, x2, ...x,}. Supponiamo che ad ogni possibile
X; si pud associare la probabilitd p; che X assuma quel valore. |
valori di p; sono tali che

n
pi>0 Vi eZp,-zl
i=1
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Cenni di probabilita

Variabile aleatoria continua

Se una variabile aleatoria X pud assumere qualsiasi valore reale in
E C R diremo che la variabile é continua e la sua probabilitd sara
descritta da una funzione di densita f(x). La funzione di densita

é tale
/ f(x)dx =1
E

La probabilitd che X assuma valori nell'intervallo (a, b) C E é data
da

P(a< X < b) :/bf(x)dx
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Cenni di probabilita

Esempi Variabili aleatorie discrete

Il risultato del lancio di un dado a 6 facce é una variabile aleatoria
con possibili valori {1,2,3,4,5,6}. Se il dado é equo ogni valore

assume la stessa probabilitd di verificarsi, quindi p; = %.

Il risultato del lancio di una moneta é una variabile aleatoria con
possibili valori { Testa, Croce}. Ogni faccia assume la stessa
probabilitd di verificarsi, quindi pr = pc = %
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Cenni di probabilita

Valore atteso

Il valore atteso é il valore medio assunto dalla variabile aleatoria.
Se X é discreta

E[X] = ZX,'p;
i=1

Se X é continua

Hﬂ:ﬁﬁww
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Cenni di probabilita

Proprietd del Valore atteso

Il valore atteso é tale che
» Valore certo
Se Y é un valore certo E[Y] =Y.
» Linearita
Se X e Y sono due variabili aleatorie e a, b due valori reali

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y]

» Non negativita
Se X variabile aleatoria con valori non negativi, E[X]
assumerd un valore non negativo
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Cenni di probabilita

Varianza

La varianza fornisce una misura della possibile deviazione dalla

media.
Data una variabile aleatoria X

Var(X) = E[(X — E[X])?].

Spesso si utilizza la sua radice quadrata detta deviazione
standard

ox =/ E[(X — EIX])?.
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Cenni di probabilita

Varianza

La varianza pué anche essere scritta
0% = Var(X) = E[(X - E[X])’]
— E[X? — 2XE[X] + E[X]?]
= E[X?] — 2E[X]E[X] + E[X]?

= E[X?] - E[X]?.
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Cenni di probabilita

Due variabili aleatorie

Sia X una v.a. discreta con possibili valori {x1, x2,...x,} €
probabilitd p;, per i =1,..,n e sia Y una v.a. con valori
{¥1,¥2,...ym} e probabilitd q;, per j =1,..,m

Consideriamo la coppia (X, Y) e tutte le possibili coppie di valori
assunti (xj,yj) con i=1,..,nej=1,..,m. La probabilita

P(X =x;,Y =yj)

si dice probabilitd congiunta.
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Cenni di probabilita

Due variabili aleatorie

Date due variabili aleatorie X e Y. Se
P(X =x;,Y =yj) =P(X=x)P(Y =yj)

X e Y si dicono indipendenti.
Per indicare la dipendenza reciproca di due variabili aleatorie si usa
la covarianza
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Cenni di probabilita

Covarianza

Sia X una v.a con valore atteso X e varianza ai e Y una v.a con
valore atteso Y e varianza a%,. Si definisce covarianza

cov(X,Y) = E[(X — X)(Y = Y)] = oxy

» oxy = 0 si dice che X e Y sono non correlate;
» oxy > 0 si dice che X e Y sono correlate positivamente;

» oxy < 0 sidice che X e Y sono correlate negavitamente.
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Cenni di probabilita

Correlazione

Vale la relazione
loxy| < oxoy

Se oxy = oxoy le due variabili sono perfettamente correlate
positivamente, se oxy = —oxoy le due variabili sono
perfettamente correlate negativamente.

Si definisce il coefficiente di correlazione

vale che |pxy| <1
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Cenni di probabilita

Somma di due variabili aleatorie

Sia X una v.a con valore atteso X e varianza a§< e Y una v.a con
valore atteso Y e varianza a%. La loro somma X + Y é ancora
una variabile aleatoria con valore atteso

E[X + Y] = E[X] + E[Y]

e varianza

Var(X +Y) =E[(X+Y —E[X+Y])?
= E[(X — E[X]) + (Y = E[Y])?]
= E[(X — E[X])?] + 2E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
+E[(Y — E[U])?]
= 0§< + 20xy + cr%,
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Cenni di probabilita

Varianza della somma di due variabili aleatorie

Dato che
Var(X + Y) = 0% + 20xy + 0%

vale
> se oxy = 0si ha Var(X + Y) = 0% + 0%
» se oxy > 0siha Var(X + Y) > 0% + 0%
» oxy <0siha Var(X +Y) < 0% + 0%
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Portafoglio di titoli rischiosi

Rendimento di un titolo rischioso

Sia Xp il valore iniziale di un titolo e Xj il suo valore finale. I
rendimento é

X
R=21
Xo
Il relativo tasso di rendimento
X1 —Xo
f = —
Xo

con le relazioni
R=1+r X1=Xo(1+7r)

Un titolo é detto rischioso se X; é una variabile aleatoria. Se X é
una v.a., r anche é una v.a.
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Portafoglio di titoli rischiosi

Portafoglio di titoli

Consideriamo un portafoglio composto da n titoli rischiosi, sia Xp il
suo valore iniziale avendo investito Xp; in ogni titolo i =1, ..., n

Xo = ZXOi
1=1

ogni titolo avra peso nel portafoglio w; = X—%’ con Yr  w;=1.
Nota che w; pué assumere valori positivi e negativi (vendita allo
scoperto).
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Portafoglio di titoli rischiosi

Rendimento del portafoglio

Il rendimento totale e il tasso di rendimento di un portafoglio di
titoli sono uguali alla somma pesata dei rendimenti (totale e tasso)
dei singoli titoli con peso di ciascun titolo pari al peso che il titolo
ha in portafoglio, ossia

n n
R = E W,'R,' e r= E Wi rj
1=1 1=1
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Portafoglio di titoli rischiosi

Dimostrazione Rendimento del portafoglio

Sia R; il rendimento del titolo i con i =1,..., n. A scadenza il
titolo i/ genera la somma R; Xp; = R;w;Xg, allora il valore finale del
portafoglio é

n
Xy = Z Riw; Xo
1=1
e quindi il rendimento di portafoglio é

X1 Y1 RwiXo O
R=—==>=>=—— — = R,' i
X X > Riw

In modo analogo r = >"1_; riw;
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diagramma media-varianza

Sia r il tasso di rendimento di un titolo. r é una v.a. con media 7 e
deviazione standard o. Possiamo rappresentare il titolo su un
diagramma Media-Deviazione standard

|

01 o
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Portafoglio di titoli rischiosi

Media di portafoglio

Sono disponibili n titoli con rendimenti aleatori ry, r»,..., r, che
hanno valore atteso E(r1) = 71, E(n) = R, ...E(m) = Fp.
Consideriamo un portafoglio di questi titoli con pesi w; con
i=1,...,n. Il tasso di rendimento di portafoglio é

r=win +woarn 4+ .... + Wnptp

e volendo calcolarne il valore atteso, sfruttando la linearitd del
valore atteso abbiamo

E(r)=wiE(n)4+woE(n)+...4+waE(rn) = wifi+wara+....4+wphp
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Portafoglio di titoli rischiosi

Varianza di portafoglio

Denotiamo con 0',-2 la varianza del rendimento del titolo i e con oj;
la covarianza tra i rendimento dei titoli / e .

7 = Var(r) = El(r — 7)) = £ (S0 i — S0y )]
—E [(27:1 wi(ri — 7)) (ZJI":l wi(rj = Fj))]
—E [Z;’le wiw;(ri — F)(rj — FJ)]

= 20 ey wiwi E (i = F)(r; — )] = 220 =y wiwjor
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Portafoglio di titoli rischiosi

Esempio Media e Varianza di portafoglio

Consideriamo 2 titoli con i = 12%, » = 15%, 01 = 0.2, 0o = 0.18
e 012 = 0.01. Prendiamo un portafoglio con pesi wy = % e wp = %.
Calcoliamo media e varianza del portafoglio

r=win+win=025-012+4+0.75-0.15 = 0.1425

(S
02 = wPo? + 2wmwao1n + Wio3
=(0.25)2-(0.2)2+2-0.25-0.75- 0.01 + (0.75)2 - (0.18)2
= 0.024475

risulta ¢ = 0.1564 e notiamo che 0 < 071 e 0 < 05.
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diversificazione

La varianza di un titolo o portafoglio é una misura di rischio.

In un portafoglio la varianza pué essere ridotta attraverso una
opportuna combinazione di titoli.

Questa operazione si chiama diversificazione, cioé si distribuisce il
rischio in diversi titoli per diminuirlo.
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Portafoglio di titoli rischiosi

Esempio 1 Diversificazione

Supponiamo di prender n titoli uguali non correlati tra di loro.
Quindi poniamo F; = m e a,-2 =o2e ojj = 0 Vi,j e prendiamo un
portafoglio equidistribuito con w; = % Vi. Abbiamo

i=1
Ipoteticamente si pué mandare la varianza e quindi il rischio a zero

prendendo n molto grande, questo é possibile perché i titoli sono
non correlati.
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Portafoglio di titoli rischiosi

Esempio 2 Diversificazione

Supponiamo una situazione in cui i titoli sono correlati.
Consideriamo n titoli uguali con stesso rendimento atteso e stessa
varianza 7; = m e 0? = 02 e covarianza o;; = 0.302 per | # j.
Prendiamo il portafoglio equidistribuito, il suo rendimento é m, la
varianza

Var(r) = E [(S0 b= 2)%] = & 000
= [Zi:j Tjj+ D iz Uij] = 2 (no® +0.3(n* — n)o?)

=2 40.30%(1 - 1) =072 | 0352
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diagramma di portafoglio

Consideriamo 2 titoli con rendimento medio 7 e », varianza a%,

0% e covarianza o1». Preso un portafoglio con peso 1 — « nel titolo
1 e « nel titolo 2 vogliamo rappresentare il portafoglio in un
diagramma media-deviazione standard studiando la sua media e
varianza al variare di o e e o15.
Abbiamo

F=wn+wmh=(1-a)f +an

02 =(1-a)?0? +2a(1l — a)orp + a0
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diagramma di portafoglio

Da 7= (1 — a)A + af» ricaviamo o = FZ:F;I e sostituiamo in o2
02 =(1-a)?0? +2a(l — a)o1z + a?03

2 2
. _ r—n 2 r—n N r1 r—n 2
- (1 F2—F1> Ul + 2F2—F1 (1 m )0-12 + <r2—r1> 02

= (_Fz—_F>2U%_'_2(F 1)(R— f)012+ (_F—F_1>2U§

(R—h)? Rh—n
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diagramma di portafoglio (2)

Ponendo 012 = poio2 si ha

(R — A)%0% = F?(0F — 2po102 + 03)+
+F(*2F20'% + 2hpo102 + 2R po1or — 2F10%)+

+F202 — 2po109F Py + F2o3

posto a = (02 — 2po102 + 02) = ho? — (r1 + R)po1oa + o3,
c= r2201 —2po10ah P + r1 02 = (R —r)?siha

af> — 2bF + ¢ — do? =
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diagramma di portafoglio (3)

Da af?2 — 2bF + ¢ — do2 = 0 otteniamo la curva

S /afzibf+c

che pud essere rappresentata e studiata sul diagramma
media-deviazione standard al variare di a e p.
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diagramma di portafoglio p =1

Supponiamo che i due titoli siano perfettamente correlati
positivamente

a= (02 —2po10y +03) = 0% — 20102 + 03 = (01 — 02)?
b= I’QG% (r1 + I’2)p0‘10‘2 + I’10’2 = ( o1 — 0'2)(1‘201 — F10'2)
Cc = r220% — 2po10o i + Fle% = (F20'1 — F102)2

notiamo che a e ¢ sono quadrati e b é il prodotto di v/a\/c.
Quindi aF? — 2bF + ¢ = (y/aF — \/c)? e risulta

L (Var—y¢)

A )
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diagramma di portafoglio p =1 (2)

Posto r» > 1 studiamo

|(02 — 01)F — (o1 — R02)|

==+ — =
(- 1)
se F> RO=hoe 5 — (02=01)7—(%91=1192) of jnyertendo rispetto a 7
) 02—01 (R—P)
risulta
_ h—n hooy — hhoy
r= o+

02 — 01 02 — 01
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diagramma di portafoglio p =1 (3)

__ h-—n noy — oy

r= o+

02 — 01 02 — 01

é la retta che collega i 2 punti del piano che rappresentano i titoli

y

F
o) 2
1
o1 09 o
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diagramma di portafoglio p = —1

Supponiamo che i due titoli siano perfettamente correlati
negativamente

Quindi risulta

|(01 4 02)F — (o1 + F02)|
(> — 1)
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diagramma di portafoglio p = —1

_ (Ro1+hAo02) - I
Posto A = o, Con A <A< hsiha

rn—n o (o1 + R02) e F

F= r>A
o1+ 02 o1+ 02
cioé la retta tra il punto (0, A) e il punto (o2, R2);
_ r —r hoi + no _
F=— 2 ! o ( 271 ! 2) se T<A

o1+ 02 o1+ o2

cioé la retta tra il punto (0, A) e il punto (o1, 71).
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diagramma di portafoglio p = —1

o1 o) o
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diagramma di portafoglio p =0

Se i due titoli non sono correlati

L

= a% + ag
b= ho? + Ro3

Cc = FQU% + Fldg

la curva che risulta é un ramo di iperbole tra il punto (01,7) e

(02,72)
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Portafoglio di titoli rischiosi

Diagramma di portafoglio (sintesi)

Le possibili curve individuate dal portafoglio di due titoli sono tutti
i rami di iperbole racchiusi dal triangolo individuato dalle rette con

p=lep=-1

o1 o) o

ST R TIN
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Insieme possibile e frontiera efficiente

Insieme Possibile

Supponiamo di avere n titoli e di volerli comporre in un
portafoglio. Possiamo rappresentare il rendimento e la deviazione
standard del portafoglio su un diagramma media-deviazione
standard. Al variare dei pesi w; (con ). w; = 1) l'insieme dei punti
é detto insieme possibile o regione possibile.

Che forma ha I'insieme possibile?
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Insieme possibile e frontiera efficiente

Insieme Possibile

Consideriamo I'insieme possibile con 3 titoli

A

=1
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Insieme possibile e frontiera efficiente

Insieme Possibile

Consideriamo I'insieme possibile con 4 titoli

A

I
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Insieme possibile e frontiera efficiente

Insieme Possibile

Consideriamo I'insieme possibile con 5 titoli

A

ll
(6]
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Insieme possibile e frontiera efficiente

Insieme Possibile

Estendendo a n titoli otteniamo una regione ad “ombrello”

A
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Insieme possibile e frontiera efficiente

Proprietd dell'Insieme Possibile

» La regione é continua, nessun punto interno di questa regione
é esclusa, quindi i punti interni sono tutti portafogli possibili

» La regione é convessa verso sinistra. Cioé presi 2 punti della
regione, la retta che li unisce non “esce” dal bordo sinistro.
Questo avviene perché presi due punti i possibili portafogli
sono a sinistra della retta che li unisce o al massimo
coincidono con questa.
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Insieme possibile e frontiera efficiente

Insieme Possibile con vendite allo scoperto

In caso di vendite allo scoperto I'insieme possibile si estende oltre i
titoli e quindi ne risulta un ombrello pit ampio

A
r
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Insieme possibile e frontiera efficiente

Insieme Minima Varianza

Prendiamo I'insieme possibile. Una persona avversa al rischio a
paritd di rendimento preferira il portafoglio con la varianza minore.
| punti che soddisfano questa condizione sono, a parita di
rendimento, quelli pid a sinistra. |l bordo sinistro é detto insieme

di minima varianza.
A

F
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Insieme possibile e frontiera efficiente

Frontiera efficiente

Prendiamo I'insieme di minima varianza. A parita di rischio un
individuo preferisce il portafoglio con maggiore rendimento. Quindi
prendiamo solo la parte alta della curva e otteniamo la frontiera
efficiente. | portafogli che giacciono su questa parte di curva sono
detti portafogli efficienti.

y
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Insieme possibile e frontiera efficiente

Esercizio 1

In un mercato con 2 titoli A e B con rendimento e varianza
(Fa,03) e (Fs,0%) rispettivamente e correlazione p = —1,
determinare il rendimento atteso del portafoglio a varianza minima.
Dati: Fa=2, 04=1erg=1eog =2.

Soluzione: poniamo « come peso di A e 1 — « peso di B. Dato

p=-1

02 = a?03 —2a(1 — a)popog + (1 —a)?0% = (aoa+ (1 —a)op)?

cerchiamo il valore di « che da il valore minimo di o2... (soluzione

Oz:%)
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Insieme possibile e frontiera efficiente

Esercizio 2

Considerate un mercato con 3 titoli con rendimento atteso
7 = 10% tutti uguali e matrice di varianza e covarianza

1 00
=10 21
013

Calcolare rendimento atteso E e varianza V' di un portafoglio
ottenuto investendo 3500 euro nel primo titolo, 4000 euro nel
secondo e —2500 euro nel terzo.
Soluzione: E =10%, V = 1.72
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Il modello di Markowitz

Modello di Markowitz

Supponiamo siano disponibili n titoli con rendimenti medi 1, r, ...
7n e covarianza oj;. Un portafoglio é individuato dai pesi w; per
i=1,2,...,n. |l portafoglio di minima varianza con rendimento
atteso 1 sarad dato dalla soluzione del problema di minimizzazione

vincolata )
H n
miny, §Zu:1 WiW;G jj

con vincoli

27:1 wiri = r
Sigwi=1
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Il modello di Markowitz

Soluzione problema di Markowitz

Scriviamo la Lagrangiana

1 n n _ _ n
E:EZW,'M/J'O'U—)\ Z;W,-r,-—r —u Z;W,'—l
1= 1=

ij=1

Si calcolano le derivate prime rispetto a w;, Vi=1,..,n, A e u e si
pongono uguali a zero (condizioni del primo ordine), la soluzione
sard data dalle soluzioni del sistema di n + 2 equazioni che ne
deriva.
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Il modello di Markowitz

Soluzione problema di Markowitz con n = 2

Consideriamo solo 2 titoli, abbiamo

L= % (lea% + 2wywooo + sza%)

—)\(Wlfl + woip — F) — ,u(Wl + wy — 1)

condizioni del primo ordine

59761 = % (2W10'% + 2W2012) — AR —p
59762 = % (2W10'12 + 2W2U§) — AR — [
9 = wih+wh—T

% = wm+w—1
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Il modello di Markowitz

Soluzione problema di Markowitz con n =2 (2)

Uguagliando a zero si ottiene il sistema di 4 equazioni e in 4
incognite

Wlo'% + woo1p — AR —pu =20

w1012 + W20§ — AR —u

win + weh —r =0

wi+w,—1=0

che va risolto rispetto a wy, wa, A e p.
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Il modello di Markowitz

Equazioni dell'insieme efficiente

Un portafoglio efficiente, con possibilitd di vendita allo scoperto,
tasso di rendimento 7, ha pesi w; e moltiplicatori di Lagrange A e i
che soddisfano il seguente sistema di n+ 2 equazioni

D i1 Wjo — AF— =0 per i=1,...n

Doy witi =T

27:1 wi =1
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Il modello di Markowitz

Esempio portafoglio efficiente

Prendiamo 3 titoli non correlati con rendimenti medi 1, 2 e 3. Le

varianze 0% = a% = ag =1e 012 = 013 = 023 = 0 le equazioni del

sistema sono
( wip — A — n = 0

W2—2)\—,u:0
ws —3\—pu=0

W1—|—2W2—|—3W3:F

wi+we+ws =1
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Il modello di Markowitz

Esempio portafoglio efficiente (2)

Risolvendo il sistema si ottiene

4 F 1 ro 2
Wi==-—=, Wo=—, W3=———
1 3 27 2 35 3 2 3
con _ 2
F
)\:7—1 = — —F
R

che corrisponde ad un portafoglio con rendimento 7 e deviazione

standard o = % —2F+ ;

Teoria del portafoglio e approccio media varianza
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Il modello di Markowitz

Esercizi

1) Dati 3 titoli con rendimento medio 71 = 4%, 7 = 5%, 3 = 7%
e matrice di varianza e covarianza

1 00
=0 21
013

Trovare il portafoglio efficiente con rendimento 7 = 6%.
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Il modello di Markowitz

2) Dati 3 titoli con rendimento medio i = 5%, i = 7%, i3 = 9%
e matrice di varianza e covarianza

1
y=| 0 2 -1
1

-1 13

Determinare rendimento 7 e varianza o2 del portafoglio

w = (%, 0, %) e stabilire motivando la risposta se il portafoglio é
efficiente.

3) Un mercato é composto da 3 titoli rischiosi aventi rendimenti
perfettamente correlati negativamente. | rendimenti attesi sono
F1=2,F> =1, 73 =1, e le deviazioni standard sono o1 = 2,

oo =1, 03 = 1. L'investimento di 10000 nel secondo titolo e di
10000 nel terzo titolo é efficiente? Motivare la risposta.
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Teorema dei due fondi

Teorema dei due fondi

L'insieme di minima varianza gode di una proprietd importante che
semplifica la ricerca dei portafogli efficienti. Ogni portafoglio
efficiente pud essere riprodotto, in termini di media e varianza,
come combinazione lineare di 2 portafogli efficienti.

Teorema

Siano wA = (W, wf', ..., w) ewB = (Wl w8, ... wb) due
portafogli efficienti composto da n titoli con rendimenti medi
n,r,...,In € matrice varianza covarianza X..

Allora il portafoglio

w=oaw? +(1—a)wb

€ un portafoglio efficiente.
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Teorema dei due fondi

Dimostrazione

Sappiamo che w”, w sono efficienti e quindi soddisfano le
equazioni di Markowitz

> i1 Wjo — A —pu=0 per i=1,..n

Il portafoglio w ¢ efficiente se soddisfa le equazioni di Markowitz,
verifichiamolo.
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Teorema dei due fondi

Dimostrazione (2)

1) Dimostriamo che w = aw? + (1 —a)wB é taleche 37 w; =1

Zaw—i—l a) —aZW—{—l QZW (1-a) =1

2) Proviamo che, per qualche 7, w é tale che Y. ; w;f; = F

n

n n
D (ewf+(1-a)wP)F = ad wihi+(1-a) > wfF = af(1-a)F?
i=1 i=1

i=1

la condizione é verificata per 7 = (1 — a)FB.
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Teorema dei due fondi

Dimostrazione (3)

3) Dimostriamo che w = aw” + (1 — a)w? soddisfa
n
ija,-j—)\F,-—,uzo per i=1,..n

Zle U,-j(aWJ.A +(1- Oé)WJ-B) AR — =

aX g ogwi+ (1= a) Y ogwf — AF —p
Dato che i portafogll AeB soddisfano le equazioni abbiamo
ZJ 1 0W] —)\r,—i—,ueZJ 105W] B — \Fi 4+ p.
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Teorema dei due fondi

Dimostrazione (4)

Sostituendo si ha
aY il jopwl 4+ (1—a) Y7 oywf —Af —p=
(AT +p) + (L= a)(Afi +p) = AF — p =
MNi(a+1—a)+pla+1l—a)—A—p=0

Abbiamo verificato che w = aw” + (1 — a)w? soddisfa le
equazioni di Markowitz.
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Teorema dei due fondi

Esempio

In un mercato con 3 titoli con rendimenti 71 = 20%, 7» = 10%,

73 = 40%, i portafogli w” = (3,0,1) e w8 = (3, 3,0) sono
efficienti.

Determinare il portafoglio efficiente che ha rendimento atteso
7 = 25%.

r— I‘B

Soluzione: usando il teorema dei due fondi, @ = S = % dove
A _ 0 =B _ 0 ; _ (1 11
=30% e 7® = 15% e risulta w = (5, 5, 3)
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Teorema dei due fondi

Esercizi

1) Usando i dati dell'esempio precedente stabilire se

w = (3,1,1) é efficiente.

2) Considerando 3 titoli con rendimenti attesi 71 = 4%, 72 = 5%,
73 = 10%, i portafogli w” = (%, %,0) ewb = (%,0, %) sono
efficienti. Si vogliono investire 5000 euro in un portafoglio con
rendimento atteso 7 = 5%. Determinare quanto denaro X, occorre

investire nel titolo 2.
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Teorema dei due fondi

3) Dati tre titoli A, B e C efficienti in media e varianza calcolare la
varianza dei rendimenti di C sapendo che

1) Il rendimento atteso di C & uguale alla somma di 1/3 del
rendimento medio di A e di 2/3 del rendimento medio di B

2) La correlazione tra i rendimenti di A e B & 0.6, le loro
deviazioni standard sono a o4 € o5B.

Datic:oa = 40%, o = 20%
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Inclusione di un titolo non rischioso e teorema di un fondo

Inclusione di un titolo non rischioso

Consideriamo un titolo non rischioso con rendimento rr e 0 =0 e
un titolo rischioso con rendimento medio i1 e o1. Un portafoglio

con peso « nel titolo non rischioso e 1 — « nel titolo rischioso ha

rendimento medio e varianza

Fr=arr+(1—a)n 0?2 =(1-a)’?

ne deriva la curva (in forma parametrica)
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Inclusione di un titolo non rischioso e teorema di un fondo

Inclusione di un titolo non rischioso (2)

Sostituendo o = % si ottiene ¥ = Flo;lrfo + rr che é la retta che
unisce i punti(0, rr) e (o1, 7).

re
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Inclusione di un titolo non rischioso e teorema di un fondo

Insieme possibile e frontiera efficiente

Consideriamo n titoli rischiosi e uno non rischioso. L’insieme
possibile risulta un triangolo infinito e la frontiera efficiente una
retta, la retta tangente all'insieme possibile dei portafogli composti
dagli n titoli rischiosi a partire dal punto (0, r

A. Fabretti Teoria del portafoglio e approccio media varianza



Inclusione di un titolo non rischioso e teorema di un fondo

Teorema di un fondo

Teorema

Esiste un unico fondo F di titoli rischiosi tale che qualsiasi
portafoglio efficiente pud essere costruito come combinazione del
fondo F e del titolo non rischioso.

Per trovare F possiamo scrivere per ogni portafoglio op, rp la retta
che unisce il portafoglio a (0, r¢). Il coefficiente angolare di questa

retta al variare di 7p é tg(0) = .

Il portafoglio F si ottiene risolvendo

rp—rf
maxX ————
wp op

= Z a2
con fp =), wili e 0% =), wiw;0jj.
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Inclusione di un titolo non rischioso e teorema di un fondo

Esempio

Dato il portafoglio di mercato con rendimento atteso 7,,, = 7% e
deviazione standard o, = 0.20 e un titolo risk free con rr = 3%.
Trovare il portafoglio con rendimento 7 = 6%.

Soluzione: 1l portafoglio si ottiene cercando peso « nel risk free e
peso 1 — « nel portafoglio di mercato tale che
= arr + (1 — a)Fp = F cosi si ottiene o = »=" = 1

Fm—rf 4-
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