Modello di regressione lineare multiplo

Struttura del modello: supponiamo che esista una relazione che lega une
variabile dipendent¥ ad un vettore dik(— 1) variabili esplicative
regressoriX, =(X,,...,X,) . La forma funzionale che lega gli elementi
di un campione casua¥ =(Y,,....Y,)' della variabile dipendente alle
corrispondenti osservazioni dei regressori e la seguente

Y, = B+ BoXp ¥t BiXy + ot By +E

Y, =L+ B,X, +"'+18jxij +..+ B X +E

/\.

\Yn = 181 +182Xn2 +"'+18jxnj +"'+18kxnk +£n
dovex; indica lai-esima osservazione degsimo regressore e
e =(&,....£,) € un vettore di termini casuali non osservalsiiti errori

1




In forma matriciale

Y = XP +e,
dovep = (B, By, )+ X = (1, X.), Xo ={%5i =10, | =2,...K) e
1. =@1...0)

—
n

Ipotesi classiche sul modello:
1. E(e) =0;
2. Var(e) = o?l  (erroriincorrelatied omoschedastjci
3. RgX) =k <n;
4. la matriceX e fissa;
5.£~N(0,0°1 ).

Commenti:
e (1)-(4)= E(Y)=XBe Varly)=0?l,
* (1)-(3) + (4): X, e una V.A.M. con matrice di varianze-covarianze
finita e tale che B(X) = 0= E(Y|X) =XB e Var{Y|X) = I ,



Stimatore dei minimi quadrati ordinari (OLS) dei parametri f3:
p = argmin{S@P)}, doveS() =€'c = (Y — XB)' (Y — Xp).
La soluzione e data da:
B=(X'X)X'Y
(prova per esercizio. Traccia: prova cheS(B) = Y'Y —28'X'Y +B'X'Xp
e verifica le condizioni del primo e del seconddioe).
La stima OLS dei paramegié quindi datd = (X'X) X'y, dove
Yy =(Y,,-...Y,) € il campionex-post della variabile dipendenté

Commento.Date le seguenti definizioni:
e errori: e =Y — XB;
« errori di prediziones =Y — X§;
e residui e=y - Xb,
notiamo che i vettord ed& sono aleatori mentre il vettoesee una
realizzazione d¢. La relazione tra ed& verra chiarita piu tardi.




Le matrici P e M: il modello stimatoy = Xb + e puo riscriversi come
y =Py + My, doveP=X(X'X)"X"eM =1_-P.

Le matriciP e M godono delle seguenti proprieta

1.(simmetriaP’' =PeM’'=M;

2.(idempotenzaPP=P eMM =M = (ortogonalitaPM = MP =0;

3PX=XeMX =0= RgP) =ke RgM) = (n—-K)

4.P eM sono semi-definite positivedrifica per esercizio. Traccia:
usa le precedenti proprieta)

Proprieta descrittive della stima OLS:

a) (ortogonalita traX ede) X'e=X'My =0= (la media dei residui e
nulla) 1.e =0;

b) (scomposizione della devianza totalelevianza spiegatdevianza
residud " (v, —y)>=>_ (9, -y)*+>_" & dovey =Xb (prova
per es. Traccia: usa la matrick =1 -1 (1)1 =1 _-n"11
per scrivere le devianze in forma matriciale ertzppeta (a)).




Coefficiente di determinazione:

R*=9y'Ly/y'Ly = (1-€e/y'Ly) = (1-y'My/y'Ly)
misura la frazione delle variabilita campionaridlagariabile
dipendente che e “spiegata” dai regressori.

Commento. Il coefficienteR* non decresce al crescere del numero dei
regressork (verifica per esercizio. Traccia: scrivi X = (X, X,) € mos-
tra cheele, —€e=y'M,y -y'My =0 doveM, =1 _—X, (X.X,)"X) =
Coefficiente di determinazione “corretto”

re =1-YMY (1=K)
y'Ly /(n-1)
La ragione dell'aggettivo “corretto” e ctee =Y'LY /(n—-1) € uno
stimatore corretto dir? e ches? = Y'MY /(n-k) &, come mostreremo
pill avanti, una stimatore correttoal.




c) (Relazione tra il modello stimato e la V.A. normaialtivariata).
Siab =(b,,b.)’, possiamo allora scrivere la seguente relazianketr
variabili scarto:

Ly =LX.b, +¢€,
(verifica per esercizio. Traccia: usa l'ortogonalita tra la matride e
il vettore1 ) doveb, = (n*X.LX.) Y (nX\Ly) = ZxZw. Ne segue
che:
9 =Y+ (X ~1) EnL,
nge=n(Y'Ly) - ZpZaZy = 0y — Zpx T Loy

>
Se( Y jDN Kﬂyj[ %y yxﬂ dalla proprieta #5 della normale
X. By T

multipla si hazy | X. ON((z, -2, Z2(X. —p). (02 ~E,E2%. )

Il metodo OLS stima quindi i parametri della distrzione condizio-
nata con i loro analoghi campion&gi,n"'€'e).



Proprieta della stimatore OLS: (& utile scriverd = + (X'X) *X'g)

1. (correttezzZpE(B) =B (prova: immediata dall'equazione di sopra);

2. Var(B) = o2(X'X)™ (prova: idem)

3. (Teorema di Gauss-Markov): Lo stimatore OLS &JBL
Dimostrazione: siap = A'Y = A'’Xp + A's un generico stimatore
lineare e corretto. PmcHE(B) B ne segue

() A'X =1, = p=p+A'e = Var(p) =c?A'A.
Var(B) — Var(p) = o [A A-(X'X) =0 [A'A-AXX'X)*X'A]

=g’A'MA =g’A'M'MA , che ¢ pertanto una matrice s.d.p. la quale
(i
si annulla se e solo $8A =0= A'=a'X'=a' = (X'X)™.

Stimatore della varianza degli errori g?: s> =&'¢/(n—k). Dimostra per
esercizio che E(s?) = o7 (suggerimento: prova ches? =¢'Meg/(n—k) e
usa le proprieta dell’'operatore traccia).



Inferenza nel modello di regressioneses ~ N(0,o71 , ) allora

1B~ N@,o2(xX) ™) = 2P - N (0p), dove(a } = (X'X)*

ALY

(n k)S ~ y?(n—=K) (prova per esercizio. Traccia: usa la relazione

=¢'M¢g/(n—K) e la diagonalizzazione della matride.

(De(2)
3. P0|Che(|3 B )eMe sono indipendentpfova per esercizio) =

b=p ~T(n-k)
S£ a'ii
4. SiaR una matrice con RB) =p = R'B ~ N(R'B,g’R'(X'X)*R)
kxp
= (B-B)YR(R'(XX)*R)'R'(B-B)/0? ~ x*(q)
(2)e(4)
5. PoichéR'(f —B) eMe sono indipendenti=

B-B)R(R'(X'X)"R)"R'(B-P)/s’q ~ F(q,n—k)




Test per restrizioni lineari sui coefficientif3:

*Hy:B=00 VS’:Hl:ﬂi¢Oﬂi

e Statistica testT = i'_‘f' ~T(n—k)

» Valore criticot_ : P{T(n-k) >t } =a.

» Regione di rifiuto di ampiezza T >t,,

*H,:R'Bp=r vs.H,:R'BZr

Bisi = Bicsin == B =0 = R'=[ 0 ,ILr=0
= Alcuni esempi: x(k-s) 531
L, +5,=1- R =[0110,...0],r =1

= Statistica testF = (R'p—r)'(R'(X'’X)*R) (R’ -r)/s2q ~ F(q,n-k)
= Valore critico f_ : P{F(q,n-k)> f_} =a;

= Regione di rifiuto di ampiezza F > f,




