
 1 

Modello di regressione lineare multiplo 
 
Struttura del modello: supponiamo che esista una relazione che lega una 

variabile dipendente Y ad un vettore di (k − 1) variabili esplicative o 
regressori ),...,( 2* ′≡ kXXX . La forma funzionale che lega gli elementi 
di un campione casuale ),...,( 1 ′= nYYY  della variabile dipendente alle 
corrispondenti osservazioni dei regressori è la seguente 
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dove xij indica la i-esima osservazione del j-esimo regressore e 
),...,( 1 ′= nεεε  è un vettore di termini casuali non osservabili detti errori. 



 2 

In forma matriciale: 
εXβY += , 

dove ),...,,( 21 ′= kββββ , ),( *X1X n= , }),...,2,,...,1;{* kjnixij ===X  e 

���

n

n )1,...,1( ′=1  

 

Ipotesi classiche sul modello: 
1. 0ε =)E( ; 
2. nIε 2)Var( εσ=  (errori incorrelati ed omoschedastici); 
3. Rg(X) = k < n; 
4. la matrice X è fissa; 
5. ),(~ 2

nN I0ε εσ . 
 

Commenti: 
• (1)-(4) ⇒ E(Y) = Xββββ e Var(Y) = nI2

εσ . 
• (1)-(3) + (4′): *X  è una V.A.M. con matrice di varianze-covarianze 

finita e tale che E(εεεε|X) = 0 ⇒ E(Y|X) = Xββββ e Var(Y|X) = nI2
εσ . 
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Stimatore dei minimi quadrati ordinari (OLS) dei parametri ββββ: 
{ })S(minargˆ ββ = , dove ))S( Xβ(Y)Xβ(Yεεβ −′−=′= . 

La soluzione è data da: 
YXX)X(β 1 ′′= −ˆ  

(prova per esercizio. Traccia: prova che XβXβYXβ2YYβ ′′+′′−′=)S(  
e verifica le condizioni del primo e del secondo ordine). 
La stima OLS dei parametri ββββ è quindi data yXX)X(b 1 ′′= − , dove 

),...,( 1 ′= nyyy  è il campione ex-post della variabile dipendente Y. 
 
Commento. Date le seguenti definizioni: 

• errori: XβYε −= ; 
• errori di predizione: βXYε ˆˆ −= ; 
• residui: Xbye −= , 
notiamo che i vettori ε ed ε̂ sono aleatori mentre il vettore e è una 
realizzazione di ε̂. La relazione tra ε ed ε̂ verrà chiarita più tardi. 
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Le matrici P e M: il modello stimato y = Xb + e può riscriversi come 
y = Py + My, dove XX)XX(P 1 ′′= −  e PIM −= n . 

Le matrici P e M  godono delle seguenti proprietà: 
1.(simmetria) MMPP =′=′ e ; 
2.(idempotenza) PP = P e MM  = M ⇒ (ortogonalità) PM = MP = 0; 
3.PX = X e MX  = 0 ⇒ Rg(P) = k e Rg(M ) = (n − k) 
4.P e M  sono semi-definite positive (verifica per esercizio. Traccia: 

usa le precedenti proprietà)  
 
Proprietà descrittive della stima OLS: 

a) (ortogonalità tra X ed e) ⇒=′=′ 0MyXeX  (la media dei residui è 
nulla) 0e1 =′n ; 

b) (scomposizione della devianza totale in devianza spiegata e devianza 

residua) ∑∑∑ ===
+−=− n
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2 )ˆ()(  dove Xby =ˆ  (prova 

per es. Traccia: usa la matrice nnnnnnnn n 11I1)11(1IL 1 ′−=′′−= −− 1  
per scrivere le devianze in forma matriciale e la proprietà (a)). 
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Coefficiente di determinazione: 
)1()1(ˆˆ2 LyyMyyLyyeeLyyyLy ′′−=′′−=′′=R  

misura la frazione delle variabilità campionaria della variabile 
dipendente che è “spiegata” dai regressori. 

 
Commento. Il coefficiente 2R  non decresce al crescere del numero dei 

regressori k (verifica per esercizio. Traccia: scrivi )X,(XX 21=  e mos-
tra che 0111 ≥′−′=′−′ MyyyMyeeee  dove 11111 X)XX(XIM 1 ′′−= −

n ) ⇒ 
Coefficiente di determinazione “corretto”: 

)1(
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La ragione dell’aggettivo “corretto” è che )1( −′= nsY LYY  è uno 
stimatore corretto di 2

Yσ  e che )(2 kns −′= MYYε  è, come mostreremo 
più avanti, una stimatore corretto di 2

εσ . 
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c) (Relazione tra il modello stimato e la V.A. normale multivariata). 
Sia ),( 1 ′= *bb b , possiamo allora scrivere la seguente relazione tra le 
variabili scarto: 

ebLXLy ** += , 
(verifica per esercizio. Traccia: usa l’ortogonalità tra la matrice L  e 

il vettore n1 ) dove xyxxnn ΣΣLyXLXXb ****

1111 )()(
−−−− ≡′′= . Ne segue 

che: 
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, dalla proprietà #5 della normale 

multipla si ha: ( ))()),((  | 12
*

1
* yxxxyxyxxxyxy XNXy ΣΣΣµΣΣ −− −−−∼ σµ  

Il metodo OLS stima quindi i parametri della distribuzione condizio-
nata con i loro analoghi campionari ),ˆ( 1 ee′−nyi . 
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Proprietà della stimatore OLS: (è utile scrivere εXX)X(ββ 1 ′′+= −ˆ ) 
1. (correttezza) ββ =)ˆE(  (prova: immediata dall’equazione di sopra); 
2. 12 )()ˆVar( −′= XXβ εσ  (prova: idem) 
3. (Teorema di Gauss-Markov): Lo stimatore OLS è BLUE. 

Dimostrazione: sia εAXβAYAβ ′+′=′=~
 un generico stimatore 

lineare e corretto. Poiché ββ =)
~

E(  ne segue 
(i) kIXA =′  ⇒ εAββ ′+=~

 ⇒ AAβ ′= 2)~Var( εσ . 

])([])([)ˆVar()
~

Var( 1212 AXXXXAAAXXAAββ ′′′−′=′−′=− −−
εε σσ  

MAMAMAA ′′=′= 22
εε σσ , che è pertanto una matrice s.d.p. la quale 

si annulla se e solo se 1
)(

)( −′=′⇒′′=′⇒= XXαXαA0MA
i

. ∎ 
 
Stimatore della varianza degli errori 2

εσ : )(ˆˆ2 kns −′= εεε . Dimostra per 
esercizio che 22)E( εε σ=s  (suggerimento: prova che )(2 kns −′= Mεεε  e 
usa le proprietà dell’operatore traccia). 
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Inferenza nel modello di regressione: se ),(~ 2
nN I0 εσε , allora 

1. ))(,(~ˆ 12 −′XXββ εσN  ⇒ )1,0(~
ˆ

N
a

ββ
ii

ii

εσ
−

, dove 1)(}{ −′= XXija  

2. )(~
)( 2

2

2

kn
skn −− χ

σ ε

ε  (prova per esercizio. Traccia: usa la relazione 

)(2 kns −′= Mεεε  e la diagonalizzazione della matrice M ). 

3. Poiché )ˆ( ββ −  e Mε sono indipendenti (prova per esercizio) 
)2(e)1(

⇒  
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4. Sia 
�

pk×

R  una matrice con Rg(R) = p ⇒ ))(,(~ˆ 12 RXXRβRβR −′′′′ εσN  

⇒ )(~)ˆ())(()ˆ( 2211 qχσ εββRRXXRRββ −′′′′− −−  

5. Poiché )ˆ( ββR −′  e Mε sono indipendenti 
)4(e)2(

⇒  
),(~)ˆ())(()ˆ( 211 knqFqs −−′′′′− −−

εββRRXXRRββ  
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Test per restrizioni lineari sui coefficienti ββββ: 
 

• ii ββ 00 :H =  vs. ii ββ 01 :H ≠  

• Statistica test: )(~
ˆ

0 knT
as

ββ
T

ii

ii −−=
ε

 

• Valore critico { } ααα =>− tknTt )(Pr: . 
• Regione di rifiuto di ampiezza α: 2αtT >  

 
� rβR =′:H0  vs. rβR ≠′:H1  

� Alcuni esempi: 
� �
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� Statistica test: ),(~)ˆ())(()ˆ( 211 knqFqsF −−′′′′−′= −−
εrβRRXXRrβR  

� Valore critico { } ααα =>− fknqFf ),(Pr: ; 
� Regione di rifiuto di ampiezza α: αfF >  


