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Compute Correlation Coefficient
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Calcolo Covarianza e 

Correlazione

total

mean

X Y X2 Y2 XY

1,6 10 2,56 100 16

2 15 4 225 30

3,5 20 12,25 400 70

3 21 9 441 63

3,2 24 10,24 576 76,8

4 30 16 900 120

17,3 120 54,05 2642 375,8

2,88333 20 9,00833 440,333 62,6333



Correlazione

• Correlazioni positive indica relazione lineari 
positive. Tanto più  si avvicina a 1 tanto più i 
punti si avvicinano a una linea retta.  Se  si 
vicino a 0 indica maggiori distanza da una linea 
retta.

• Correlazioni negative indica relazione lineare 
decrescente, all’aumentare di un carattere l’altro 
tende a diminuire. Tanto più  si avvicina a -1 
tanto più i punti si avvicinano a una linea retta 
(con inclinazione negtiva)  Se  si vicino a 0 
indica maggiori distanza da una linea retta.



Correlazione

xy = +1 indica relazione lineare perfetta 
  positiva

xy = 0 indica assenza di relazione lineare

xy = -1  indica relazione lineare perfetta 
  negativa



Scatter Plots and Correlation

X

Y

(a)  = 0.8



X

Y

(b) = -0.8

Scatter Plots and Correlation



X

Y

(c)   = 0

Scatter Plots and Correlation



Correlation coefficient:



Modello Lineare
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Introduzione
Dall’analisi ed inferenza riguardante una singola variabile 

statistica passiamo alla relazione tra (due) variabili 

statistiche. Le relazioni tra variabili importanti nell’analisi 

della realtà economico-aziendale possono essere 

matematicamente espresse come: 

Y=f(X)

dove la funzione f può assumere varie forme, lineari o non 

lineari, e può non essere conosciuta in modo preciso.

Consideriamo il caso più semplice quello lineare:

regressione lineare semplice

regressione lineare semplice



Esempi

•Il presidente di una ditta di materiali da costruzione

ritiene che la Quantità media annua di piastrelle,

Q, venduta sia una funzione (lineare) del Valore

complessivo dei permessi edilizi rilasciati, V, nell’anno 

passato: Q=f(V) .

•Un grossista di cereali vuole conoscere l’effetto della 

produzione annua Complessiva, C, sul prezzo di vendita a 

tonnellata, P: P=f(C).

•L’area marketing di un’azienda ha necessità di sapere come 

il prezzo della Benzina influenzi la quantità venduta: 

ricorrendo alla serie storica dei prezzi settimanali e dei dati di 

vendita intendono sviluppare un modello (lineare) che indichi 

di quanto variano le vendite al variare del prezzo: Q=f(P).





Esempio: Utilizzo di Internet e Prodotto 

Interno Lordo (PIL) 
INTERNET GDP INTERNET GDP

Algeria 0.65 6.09 Japan 38.42 25.13

Argentina 10.08 11.32 Malaysia 27.31 8.75

Australia 37.14 25.37 Mexico 3.62 8.43

Austria 38.7 26.73 Netherlands 49.05 27.19

Belgium 31.04 25.52 New Zealand 46.12 19.16

Brazil 4.66 7.36 Nigeria 0.1 0.85

Canada 46.66 27.13 Norway 46.38 29.62

Chile 20.14 9.19 Pakistan 0.34 1.89

China 2.57 4.02 Philippines 2.56 3.84

Denmark 42.95 29 Russia 2.93 7.1

Egypt 0.93 3.52 Saudi Arabia 1.34 13.33

Finland 43.03 24.43 South Africa 6.49 11.29

France 26.38 23.99 Spain 18.27 20.15

Germany 37.36 25.35 Sweden 51.63 24.18

Greece 13.21 17.44 Switzerland 30.7 28.1

India 0.68 2.84 Turkey 6.04 5.89

Iran 1.56 6 United Kingdom 32.96 24.16

Ireland 23.31 32.41 United States 50.15 34.32

Israel 27.66 19.79 Vietnam 1.24 2.07

Yemen 0.09 0.79



Scatterplot

Grafico di Dispersione

Rappresentazione grafica della relazione tra due 

variabili quantitative:

-Asse orizzontale: Variabile esplicativa, x

- Asse verticale: Variabile di risposta, y



Esercizio

Si consideri la seguente distribuzione bivariata per spese e 

delle entrate per 5 famiglie:

a) disegnare il grafico a dispersione dei dati osservati

b) Valutare la relazione tra X e Y

Expenditures

(1000 €)

Income

(1000 €)

3 4

4 7

5 6

2 3

3 4





Y X
Y2 X2 XY

3 4 9 16 12

4 7 16 49 28

5 6 25 36 30

2 3 4 9 6

3 4 9 16 12

17 24 63 126 88

3.4 4.8 12.6 25.2 17.6
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• La regressione lineare semplice coinvolge una 

variabile indipendente e una variabile 

dipendente.

• Quando ci sono due o più variabili indipendenti si 

chiama regressione multipla.

• La relazione tra le due variabili è approssimata 
da una linea retta.

Regressione lineare semplice



Equazione di Regressione Lineare 

Semplice

Relazione lineare positiva

y

x

Slope 1

is positive

Regression line

Intercept
 0



Equazione di Regressione Lineare 

Semplice

Relazione lineare negativa

y

x

Slope 1

is negative

Regression line
Intercept
 0



Slope Values:  Positivo, Negativo, Uguale a  0



Retta di regressione

• Ad ogni punto x, l’equazione:

– Fornisce un valore predittivo per y

– … non tutti i soggetti con uguale valore di x avranno lo 

stesso valore per y

xy 10
ˆ  +=







Interpolazione

Come trovare un valore plausibile per i parametri 

incogniti?

Minimizziamo la distanza tra i valori osservati e 

valori sulla retta
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X  (number of 

promotion)

Y (Sales from Product 

A)

i

XY 10  +=

(xi, yi)

Distanza vertical dell’i-

esimo punto dalla retta

Scegliamo come stime di β0 e β1 quei valori tale che sia minimizzata 

la distanza al quadrati tra i punti osservati e il corrispondente punto 

sulla retta. 

Interpolazione



Valore residuo per xi 

y

x

Valore 

osservato di y 

per xi

valore sulla 

retta y per xi 

i 0 1 i iy β β x ε= + +

Xi

Slope = β1

Intercetta = β0  

εi

Modello di regression lineare 
semplice

ŷ



Stima della retta di regressione
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Stimatori della retta di 

regressione
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Teorema di Gauss Markov

All’interno della  classe degli 

stimatori lineari e corretti di 0 e 1

coefficienti del modello lineare, 

gli stimatori dei minimi quadrati 

sono quelli a varianza minima











Y X
Y2 X2 XY

3 4 9 16 12

4 7 16 49 28

5 6 25 36 30

2 3 4 9 6

3 4 9 16 12

17 24 63 126 88

3.4 4.8 12.6 25.2 17.6
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Misura della varianza

𝑆𝑄𝑇 =෍(𝑦𝑖 − 𝑦)2

𝑆𝑄𝐸 =෍(𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖)
2

𝑆𝑄𝑅 =෍(ො𝑦𝑖 − 𝑦)2









Indice di determinazione
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Y
Y predicted Y-Y pred (Y-Y pred)2 (Y-Y med)2

3
2.928 0.072 0,005 0.16

4
4.698 -0.698 0,487 0.36

5
4.108 0.892 0,795 2.56

2
2.338 -0.338 0,114 1.96

3
2.928 0.072 0,005 0.16

1,406 5,2
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Y
Y predicted Y pred-Ymed

(Y pred-

Ymed)2 (Y-Y med)2

3
2.928 -0.472 0.223 0.16

4
4.698 1.298 1.685 0.36

5
4.108 0.708 0.501 2.56

2
2.338 -1.062 1.128 1.96

3
2.928 -0.472 0.223 0.16

3,76 5,2
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Y
Y predicted Y pred-Ymed

(Y pred-

Ymed)2 (Y-Y med)2

3
2.928 -0.472 0.223 0.16

4
4.698 1.298 1.685 0.36

5
4.108 0.708 0.501 2.56

2
2.338 -1.062 1.128 1.96

3
2.928 -0.472 0.223 0.16
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Esempio

I dati sottostanti mostrano i voti ottenuti da 10 

studenti nei test di Matematica e Fisica

Pupil A B C D E F G H L M

Maths 20 23 8 29 14 11 11 20 17 17

Physics 30 35 21 33 33 26 22 31 33 36



x y x2 y2 xy

20 30 400 900 600

23 35 529 1225 805

8 21 64 441 168

29 33 841 1089 957

14 33 196 1089 462

11 26 121 676 286

11 22 121 484 242

20 31 400 961 620

17 33 289 1089 561

17 36 289 1296 612

sum 170 300 3250 9250 5313

mean 17 30 325 925 531,3
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Come misurare la direzione della 

relazione: Esempio

Numero di promozioni
Ricavi dal prodotto A 

(in 1000 yen)

5 600

10 1000

8 1100

9 900

10 1500

12 750

20 2200

18 2000

17 1700



Product A: Promotion and sales
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Product A: Promotion and sales

y = 99060x + 105827
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Proprietà degli stimatori 

E( መ𝛽1) = 𝐸
σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 𝑌𝑖− ሜ𝑌

σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 2 =

σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 𝐸 𝑌𝑖− ሜ𝑌

σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 2 =

=
σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 𝛽0+𝛽1𝑋𝑖−𝛽0−𝛽1 ሜ𝑋

σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 2 =

=
σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 𝛽1(𝑋𝑖− ሜ𝑋

σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 2 = 𝛽1

𝐸( መ𝛽0) = 𝐸 ሜ(𝑌) − 𝐸 መ𝛽1 ሜ𝑋 = 𝛽0 + 𝛽1 ሜ𝑋 −𝛽1 ሜ𝑋= 𝛽0



Proprietà degli stimatori 

Var( መ𝛽1) = 𝑉𝑎𝑟
σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 𝑌𝑖
σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 2 =

σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 2𝑉𝑎𝑟 𝑌𝑖

σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 2 2 =

=σ2
σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 2

σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 2 2

Var( መ𝛽1) =
σ2

σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 2

𝑉𝑎𝑟( መ𝛽0) = 𝑉𝑎𝑟 ሜ(𝑌) + 𝑉𝑎𝑟 መ𝛽1 ሜ𝑋2 = σ2
1

𝑛
+

ത𝑋2

σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 2



Proprietà degli stimatori 

dei minimi quadrati

1. ෢𝛽0 𝑒 ෢𝛽1 Sono stimatori corretti di 𝛽0𝑒 𝛽1
2. All’interno della  classe degli stimatori lineari e corretti di 0 e 1 gli 

stimatori dei minimi quadrati sono quelli a varianza minima (Teorema 

di Gauss Markov)

3. Le varianze degli stimatori sono:

Var( መ𝛽1) =
σ2

σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖− ሜ𝑋 2

𝑉𝑎𝑟( መ𝛽0) = σ2
1

𝑛
+

ത𝑋2

σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖 − ሜ𝑋 2



Ipotesi forti del modello lineare: 

errore Gaussiano
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In virtù del Teorema del Limite Centrale, anche se le y non fossero distribuite 

normalmente (sotto condizioni abbastanza generali) si avrebbe comunque una 

distribuzione asintoticamente normale per i suddetti parametri



ESERCIZIO

Con riferimento ad un campione di 40 aziende, si sono state 

osservate le seguenti statistiche campionarie relative alle 

vendite in migliaia di euro (Y) ed alle spese in marketing in 

migliaia di euro (X):
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0
1Si calcolino le stime dei coefficienti e

della regressione di Y su X

➔ 
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0
1Si calcolino le stime dei coefficienti e

della regressione di Y su X

➔ 
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•Si calcoli il coefficiente di determinazione,
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Esercizio

Con riferimento alla seguente distribuzione di un collettivo di

aziende secondo il fatturato e la superficie dello stabilimento:

a) calcolare i parametri della retta di regressione del fatturato

(Y) sulla superficie (X), commentare il risultato, rappresentare

graficamente la nuvola di punti e la retta di regressione;

b) calcolare un opportuno indice di bontà di adattamento del

modello ai dati;

c) secondo il modello, qual è il fatturato di un'azienda con

superficie 3?

d) calcolare la somma dei residui.



Esercizio

Fatturato

(milioni di €)

Superficie

(1000 mq)

3 6

2 4

4 6

2 2

1 1



x y x2 xy

6 3 36 18

4 2 16 8

6 4 36 24

2 2 4 4

1 1 1 1

somma 19 12 93 55

media 3,8 2,4 18,6 11
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x y x2 xy y2

6 3 36 18 9

4 2 16 8 4

6 4 36 24 16

2 2 4 4 4

1 1 1 1 1

somma 19 12 93 55 34

media 3,8 2,4 18,6 11 6,8

( )
817.0

04.116.4

88.1

4.28.616.4

88.1

)()(

),( 2

2

22
2 =


=

−
==

yVarxVar

yxCov
R



c) 

d) somma dei residui sempre NULLA

04.2345.069.0ˆ =+=y



c) 04.2345.069.0ˆ =+=y
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X Y (X-mX) (Y-mY) (X-mX)(Y-mY) (X-mX)
2 (Y-mY)2 Y^ (Y-Y^) (Y-Y^)2 (Y^-mY) (Y^-mY)2

6 3 2,2 0,6 1,32 4,84 0,36 3,39 0,39 0,16 0,99 0,99

4 2 0,2 -0,4 -0,08 0,04 0,16 2,49 0,49 0,24 0,09 0,01

6 4 2,2 1,6 3,52 4,84 2,56 3,39 -0,61 0,37 0,99 0,99

2 2 -1,8 -0,4 0,72 3,24 0,16 1,59 -0,41 0,17 -0,81 0,66

1 1 -2,8 -1,4 3,92 7,84 1,96 1,13 0,13 0,02 -1,27 1,60

9,4 20,8 5,2 0,0 0,95 4,25

media 3,8 2,4

varianza 4,16 1,04





a) Specificare il modello statistico di dipendenza 

dell’ammontare di acquisti dal numero di linee produttive.

b) Determinare le stime dei coefficienti del modello mediante 

il metodo dei minimi quadrati.

Supponiamo l’errore sia Gaussiano l’ufficio vendite della

suddetta acciaieria vuole verificare la plausibilità dell’ipotesi di 

dipendenza lineare dell’ammontare degli acquisti dal numero 

di linee produttive.

a) Specificare il sistema di ipotesi da sottoporre a verifica

b) Individuare un’opportuna statistica test ed indicare la sua 

distribuzione di probabilità.

c) In base ai dati osservati, l’ipotesi dell’ufficio vendite è 

accettabile ad un livello di significatività di α=0,05? 













                                                                              
       _cons    -1.466856   3.353966    -0.44   0.665    -8.361033    5.427321
        area     31.25273   2.516177    12.42   0.000     26.08066    36.42481
                                                                              
selling_pr~e        Coef.   Std. Err.      t    P>|t|     [95% Conf. Interval]
                                                                              

       Total    5411.18892    27  200.414404           Root MSE      =  5.4787
                                                       Adj R-squared =  0.8502
    Residual    780.426849    26  30.0164173           R-squared     =  0.8558
       Model    4630.76207     1  4630.76207           Prob > F      =  0.0000
                                                       F(  1,    26) =  154.27
      Source         SS       df       MS              Number of obs =      28

. regress selling_price area

selling_pr~e     0.9251   1.0000
        area     1.0000
                                
                   area sellin~e

(obs=28)
. correlate area selling_price
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