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Stimatori

• Stima puntuale: stima di un parametro 
sconosciuto della popolazione attraverso 
una statistica calcolata dall’osservazione 
campionaria

• Intervallo di confidenza: calcolo di un 
intervallo di valori a partire dalle 
osservazioni campionarie che includa il 
parametro incognito della popolazione con 
un grado di fiducia attribuito



Definizioni

• Stimatori: una variabile casuale funzione 

del campione (X1,X2,…,Xn) la cui 

realizzazione è finalizzata al parametro 

• Stima: valore numerico che lo stimatore 

assume in corrispondenza di un campione 

osservato







Accuratezza e Precisione

Accurato

and Preciso

Preciso

non Accurato

Accurato
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Stimatore Corretto

T è uno stimatore corretto di  se E(T) = 

si dice distorto altrimenti.

La distorsione (bias) è definita come 

B(T) = E(T) - 



Esercizio

Sia X~f(x;), E(X)=2, (X1,X2,X3) un campione casuale 
semplice, si consideri i seguenti stimatori di 

Quali dei precedenti stimatori è corretto per ?
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T1 e T2 stimatori corretti

T3 DISTORTO con distrosione 

D(T3)=E(T3)-= : distorsione!



Errore Quadratico Medio

di uno stimatore è definito come

EQMT()=E(T-)2      

Formula ridotta:
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Efficienza

T1 è più efficiente di T2 se e solo se

EQM(T1)≤EQM(T2) 



Proprietà asintotiche: La 

Consistenza

Uno stimatore Tn=t(X1,X2,..,Xn) definito su 

un campione casuale di ampiezza n è uno 

stimatore consistente del parametro  se 

per
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Corretteza

X

P(X)

CA



Corretto Distorto



Efficienza

X

P(X)
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Distribuzione 

campionaria 

della media 

n=10
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campionaria 
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La media campionaria è uno stimatore 

consistente per la media della popolazione
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Poiché la media campionaria è uno stimatore corretto 

per la media della popolazione, la precedente 

condizione verifica che la media campionaria è uno 

stimatore consistente per la media della popolazione



La proporzione campionaria è stimatore 

consistente della proporzione della 

popolazione p

0)ˆ(lim =→ nn pVar

X~Bernoulli(p)

E(X)=p   Var(X)=p(1-p)
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Esercizio

Sia X una v.a. con valore atteso  e varianza 2 e 

sia (X1,X2,X3,X4) un campione casuale semplice 

distribuito come X. Il seguente stimatore è uno 

stimatore corretto per ? Valutarne inoltre l’errore 

quadratico medio.

𝑇 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4 =
1

2
𝑋1 − 𝑋2+ 𝑋3+

2

3
𝑋4



Esercizio

Sia X una v.a. con valore atteso  e varianza 2 e 

sia (X1,X2,X3,X4) un campione casuale semplice 

distribuito come X. Il seguente stimatore è uno 

stimatore corretto per ? Valutarne inoltre l’errore 

quadratico medio.
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Esercizio

Siano X1 e X2 due variabili aleatorie 

indipendenti estratte da una popolazione 

con E(X) =  μ e V(X) = σ2. Dimostrare che lo 

stimatore T

è uno stimatore NON distorto della varianza 

della popolazione.
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Esercizio

Occorre verificare che  

Sapendo che 

➔

Inoltre, poiché le v.a. sono indipendenti, 

Da cui, 

Pertanto T è uno stimatore NON distorto 

della varianza della popolazione
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Esercizio

Sia X una variabile aleatoria tale che E(X)=

e varianza 1, Considerare i due stimatori di 

,

quale dei due stimatori è più efficiente?
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Esercizio

Siano (X1,X2,X3,X4) due variabili aleatorie 

indipendenti estratte da una popolazione 

con E(X) =  μ e V(X) = σ2. Dimostrare che lo 

stimatore T

è uno stimatore NON distorto della varianza 

della popolazione.
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Esercizio

Siano X1 e X2 due variabili aleatorie 

indipendenti estratte da una popolazione 

con E(X) =  μ e V(X) = σ2. 

Lo stimatore T

è uno stimatore distorto della media della 

popolazione? E’ uno stimatore consistente?
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Metodo dei momenti

Siano (X1,X2,…,Xn) n variabili aleatorie 

indipendenti estratte da una popolazione X 

con probabilità p(x;) o densità f(x;). 

La stima con il metodo dei momenti si ottiene 
risolvendo il sistema di equazioni ottenuto 
eguagliando i primi d momenti della variabile X 
ai primi d momenti campionari



Metodo dei momenti: 

Gaussiana
Siano (X1,X2,…,Xn) n variabili aleatorie 

indipendenti estratte da una popolazione X 

Gaussiana  con E(X) =  μ e V(X) = σ2

Ƹ𝜇 = ǉ𝑦

ො𝜎2 =
σ𝑖=1
𝑛 𝑦𝑖 − ǉ𝑦 2

𝑛



Metodo dei momenti: Binomiale

Siano (X1,X2,…,Xn) n variabili aleatorie 

indipendenti estratte da una popolazione X 

Bernoulliana con E(X) =

ෝπ = ǉ𝑥



Metodo dei momenti: Uniforme

Siano (X1,X2,…,Xn) n variabili aleatorie 

indipendenti estratte da una popolazione X 

Uniforme(0,) 

෠θ = 2 ǉ𝑥



Esempio

Lancio del dado FINO a quando si osserva il numero 6: 

X ″numero di tentativi prima di osservare il numero 6″

Quali possibili valori può assumere X?

Con quale probabilità X=0? X=1? X=2?
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Distribuzione Geometrica

𝑃 𝑋 = 𝑥 = 𝑝 1 − 𝑝 𝑥 𝑥 = 0,1,2,…



Metodo dei momenti: 

Geometrica
Siano (X1,X2,…,Xn) n variabili aleatorie 

indipendenti estratte da una popolazione X 

Geometrica di parametro p

E(X)=
1−𝑝

𝑝

Ƹ𝑝=
1

1+ ҧ𝑥



Metodo dei massima 

verosimiglianza
Il metodo della massima verosimiglianza 

fornisce una metodologia assai generale per 

la costruzione di stimatori.

Esso richiede la specificazione della 

distribuzione di probabilità o di densità della 

popolazione.



Metodo dei massima 

verosimiglianza: Esempio

Immaginiamo di avere 100 biscotti nel mio zaino. I biscotti 

sono di due tipi: biscotti al cioccolato o bioscotti della 

fortuna. Inoltre sappiamo che il numero di biscotti della 

fortuna sono  10 oppure 90.

Estraiamo a caso un biscotto dallo zaino ed è un biscotto 

della fortuna.



Metodo dei massima 

verosimiglianza: Esempio

Estraiamo a caso un biscotto dallo zaino ed è un biscotto 

della fortuna.

Quale delle due risposte è più verosimile:

10 biscotti della fortuna e 90 biscotti di cioccolato

90 biscotti della fortuna e 10 biscotti di cioccolato



Metodo dei massima 

verosimiglianza
Siano (X1,X2,…,Xn) n variabili aleatorie indipendenti 

estratte da una popolazione X con probabilità p(x;) o 

densità f(x;). 

Definizione: la funzione di verosimiglianza rappresenta la 
probabilità di osservare un dato campione al variare del 
valore del parametro  .

𝐿 𝜃 = 𝑃(𝑋 = 𝑥1; 𝜃)𝑃(𝑋 = 𝑥2; 𝜃) × ⋯× 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑛; 𝜃)

Oppure

𝐿 𝜃 = 𝑓 𝑥1; 𝜃 𝑓(𝑥2; 𝜃) × ⋯× 𝑓(𝑥𝑛; 𝜃)



Metodo dei massima 

verosimiglianza
Definizione: la funzione di verosimiglianza rappresenta la 
probabilità di osservare un dato campione al variare del 
valore del parametro  .

𝐿 𝜃 = 𝑃(𝑋 = 𝑥1; 𝜃)𝑃(𝑋 = 𝑥2; 𝜃) × ⋯× 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑛; 𝜃)

Oppure

𝐿 𝜃 = 𝑓 𝑥1; 𝜃 𝑓(𝑥2; 𝜃) × ⋯× 𝑓(𝑥𝑛; 𝜃)

La stima di massima verosimiglianza di 𝜃 il valore መ𝜃tale che
il valore della verosimiglianza è massimo

መ𝜃 = argmax 𝐿(𝜃)
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Metodo di Massima Verosimiglianza

2 noto



𝐿(𝜇, 𝜎2|𝑦𝑖) =
1

2𝜋𝜎2

𝑛/2

𝑒
−

1
2𝜎2

σ𝑖=1
𝑛 𝑦𝑖−𝜇

2

𝑙(𝜇, 𝜎2) = −
𝑛

2
log 2𝜋𝜎2 −

1

2𝜎2
෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − 𝜇 2

𝑑𝑙(𝜇, 𝜎2)
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Metodo di Massima Verosimiglianza

2 noto



0 =
1

𝜎2
෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − 𝜇

Ƹ𝜇 = ǉ𝑦

𝑑2𝑙(𝜇,𝜎2)

𝑑𝜇2
= −

𝑛

𝜎2
<0

Metodo di Massima Verosimiglianza

2 noto



p 𝑥𝑖; π = π(1 − π)𝑥𝑖

𝑝(𝑥1, . . , 𝑥𝑖 , . . , 𝑥𝑛|π) = ς𝑖=1
𝑛 π(1 − π)𝑥𝑖

𝐿 π = π𝑛(1 − π)σ 𝑥𝑖

𝑙𝑜𝑔 𝐿 π = 𝑛𝑙𝑜𝑔 π +෍𝑥𝑖 log(1 − π)

𝑑𝑙𝑜𝑔𝐿 π

𝑑𝜋
=

𝑛

𝜋
−

σ 𝑥𝑖

1−𝜋

𝑑2𝑙𝑜𝑔𝐿 π

𝑑𝜋2 = −
𝑛

𝜋2 −
σ 𝑥𝑖

(1−𝜋)2
<0

𝑑𝑙𝑜𝑔𝐿 π

𝑑𝜋
= 0 ො𝜋 =

1

1 + ҧ𝑥

Metodo di Massima Verosimiglianza

Geometrica
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