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Capitolo 12

+ Stima per intervallo

+ Analogie tra la stima puntuale e per
intervallo

+ Intervallo di confidenza per la media

+ Intervallo di confidenza per la proporzione
+ Intervallo di confidenza per la varianza

+ Determinazione della numerosita
campionaria
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Stima per intervallo

+ Sia X una v.c. che rappresenta un carattere osservato su
una popolazione. Supponiamo che la v.c. sia definita da una
funzione di probabilita f(x; @) dipendente dal parametro 6

Incognito.

+ Sia Xj,..., Xy un campione di dimensione ne Xi,..., Xn
il corrispondente campione osservato.

Obiettivo:
Determinare due statistiche campionarie:
Ll = LI(XII---/XI‘)) L2 = LZ(XI/---/Xn)

taliche L <L, per ogni possibile campione e che
I'intervallo E

L1/L2] contenga il parametro € con probabilital — «
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FIGURA 12.2.1
Distribuzione della media
campionaria per una
popolazione Normale
con varianza nota
0°=0,1 e dimensione
campionaria n=10.
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Stima per intervallo

Lintervallo casuale [L(X,..., Xn), L(X(,..., X5)| si
definisce intervallo di confidenza di livello 1—a periil
parametro 6 se contiene con probabilita 1 — a il parametro
ignoto & della popolazione, ossia:

PriL(Xy, ..., Xn) <0 < Ly(X1,..., Xp)l=1-a

In genere si fissano valoridi 1—gpari a 0,99; 0,95; 0,90 e
questo valore viene detto livello di confidenza. Una volta
estratto il campione si ottiene l'intervallo di confidenza stimato.

Nota:

Non e possibile sapere se l'intervallo stimato contenga o meno il valore
vero del parametro; d’altra parte se si estraesse dalla popolazione un
numero sufficientemente elevato di campioni e calcolassimo i
corrispondenti intervalli di confidenza, circa il 1()0(1 — a)%

di questi conterrebbe il parametro ignoto.
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Stima per intervallo - esempio

Esempio:

sia X ~ N{u; 6% =0,1)

Si consideri un campione di dimensione n=10.

La media campionaria € una v.c. che si distribuisce come

X ~ Nl 62/n =0,01)
Z =(X — u)/\J0,01 & una v.c. Normale standardizzata
Pr(-1,96 < Z < +1,96) = 0,95

da cui possiamo ricavare che
Pr(X —1,96-0,1< u< X +1,96-0,1) = 0,95

Se dal campione estratto si osserva un valore della media pari a
X =10, l'intervallo stimato risulta pari a |9,804 ;10,196
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Stima per intervallo - esempio

Esempio (continua)

Nella seguente figura si mostrano, in corrispondenza di 6
campioni osservati, gliintervalli di confidenza stimati per la
media della popolazione a un livello di confidenza 0,95.

4,0
36
3.2
28
2.4
2,0
16
12
0,8
0.4
0,0

Osserviamo che dal

Ir 1'1, 4
/ ?
T
="J/ I |
e
% K R "EH% X
p— 0,198 i+ 0,196

campione 5 si ottiene un intervallo

stimato che non contiene il vero parametro della popolaziong
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Analogie con la stima puntuale

Nella seqguente tabella sono riportate analogie e differenze
tra la stima puntuale e la stima per intervallo.

Stima puntuale Stima intervallare
casnle Xt %, XX,
Obiettivo stima puntuale del parametro @ Stima per intervallo del parametro 8
Strumento Stimatore puntuale: Stimatore intervallo di confidenza:
T=TX, ... X)) (L1, L] = [Ly0¢, o Xl LXK, o, Xl
Accuratezza Errore quadratico medio Livello di confidenza
MSE(T) = E[(T - 8)%] Pl,cf<l)=1-a
Eaa:':piunari Kueees Ko woe X
Risultato Stima puntuale: Intervallo di confidenza stimato:
t=Tx, ..., X, [0, L] = [Ly0xy, oo X0, Lol oo, X))
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» Intervallo di confidenza per la media
(varianza nota)

Sia X una v.c. che rappresenta un carattere osservato su
una popolazione. Supponiamo che la v.c. sia distribuita
come una Normale con varianza nota. Allora sappiamo che:

)?~N(,u,0'2/n) —) Z=§/;§NN(O»1)

Statistica. Metodologie per le scienze economiche e sociali 3e Copyright © 2014 McGraw-Hill Education Italy srl [ HI
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FIGURA 12.3.1
Ampiezza di un intervallo
di confidenza.
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11 Intervallo di confidenza per la media
(varianza nota)

Dato un campione casuale estratto da una popolazione
Normale con media ignota e varianza nota, lintervallo di
confidenza per la media della popolazione al livello di
confidenza 1-a e:

X +2Z

O
{ Zg)2 \F a2 \m}

Esempio

Siano n=10 o =9 l-a=0,99

Dalle tavole della Normale standardizzata si ottiene
Za/2 = 20,005 = 2,576

Se X =4,924 si ottiene:
4,924+2,576 =) [2,4802,7,3678]
V10 -
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12 ITntervallo di confidenza per la media
(varianza nota)

La lunghezza dell'intervallo di confidenza si ricava dalla
differenza tra estremo superiore e estremo inferiore:

Lunghezza=2z, ,(c/~/n)

Dipende da:

1. la dimensione del campione
2. il livello di confidenza

3. la varianza della popolazione

Intervenendo sulla dimensione del campione o sul livello di
confidenza si pu0 aumentare o diminuire la lunghezza
dell'intervallo. Una volta fissati questi due elementi, al
variare dei campioni estratti, la lunghezza degli intervalli
corrispondenti rimane costante.
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13 Intervallo di confidenza per la media
(varianza nota)

La lunghezza dell'intervallo di confidenza si ricava dalla
differenza tra estremo superiore e estremo inferiore:

Lunghezza=22a/2(0'/\ﬁ)

Esempio:

Fissato 1l — « | Fissato N

n =100 l—a =085

n =50 l-a =0,95

n=10 l—a =0,99
Mc
Graw
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14+ Intervallo di confidenza per la media
(varianza ignota)

Sia X una v.c. che rappresenta un carattere osservato su
una popolazione. Supponiamo che la v.c. sia distribuita
come una Normale con media e varianza ignota.

Per stimare l|la varianza della popolazione si utilizza lo
stimatore varianza campionaria corretta:

1
—121( Xy

Pertanto la v.c. T = (X — u)/(S/~/n) si distribuisce come una
v.c. t-Student con N —1 gradi di liberta.
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15 Intervallo di confidenza per la media
(varianza ignota)

Dato un campione casuale di dimensione N estratto da una
popolazione Normale con media e varianza entrambe ignote,
I'intervallo di confidenza per la media a livello 1—«a e dato
da:

o S o S
[X ~loj2 = X+l ﬁ}

La lunghezza dell'intervallo di confidenza € data in questo
caso da:

Lunghezza=2ta/2(5/\m)

Nota
Al variare dei campioni estratti, la lunghezza degli intervalli

corrispondenti non rimane costante poiché varia il valore di S
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FIGURA 12.4.1
Centili della t-Student
con 14 gl. (nero) e
della Normale
standardizzata (blu).
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1z Intervallo di confidenza per la media
(popolazioni non Normali)

Quando non e nota la popolazione, ma il campione ha una
dimensione sufficientemente grande, possiamo considerare
un’‘approssimazione dell’intervallo di confidenza per la media
ottenuta attraverso il teorema del limite centrale.

Per N sufficientemente grande possiamo utilizzare il seguente
intervallo di confidenza a livello 1 -«

v S S
[X—za/zﬁ,X+za/2 ﬁ}

Mc
Graw

Copyright © 2014 McGraw-Hill Education Italy srl Hill
Education

Statistica. Metodologie per le scienze economiche e sociali 3e

S. Borra, A. Di Ciaccio



12 Intervallo di confidenza per una proporzione
(campioni di dimensione elevata)

Quando la popolazione e riferita a un carattere che puo
assumere solo due modalita (popolazione Bernoulliana),
siamo interessati all'intervallo di confidenza per una
proporzione 7, ad esempio, la proporzione di maschi nella
popolazione. Come sappiamo un buon stimatore perz e la
media campionaria X

Si ha: E()_()Iﬂ' V()_()Zﬂ'(l—ﬂ') n

inoltre, dal teorema del limite centrale sappiamo che al
crescere della dimensione campionaria la distribuzione della
X tende alla Normale, pertanto

Z_

X -
(-

7
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1o Intervallo di confidenza per una proporzione
(campioni di dimensione elevata)

l—a;P( “”Wf )/n_+2a/2j
o Pr e 0

Tuttavia gli estremi dell'intervallo dipendono ancora dal
parametro incognito e dunque devono essere sostituiti con

degli stimatori, ottenendo il seguente intervallo di
confidenza al livello 1 — &

{ -2, J)_(U,; ) X4z, J)_((l,; x)}

Una regola pratica: se NxX =5 e (1 = )> 5 , allora
I'aprossimazione Normale e adeguata.

Mc
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Esempio

Si  vuole ottenere una stima intervallare della
proporzione di fumatori presenti in una certa regione.
A tal fine viene osservato un campione casuale di 120
persone, di cui 78 sono fumatori.

Quindi la stima puntuale della proporzione e data da:

X =78/120 = 0,65

e lI'intervallo di confidenza al livello 1 —a =0,95 e:

0,65(0,35 0,65(0,35
{0,65 - 20,025\/ 1(20 ) , 0,65 + 20,025\/ 1(20 )} = [0,56,0,74]

In questo caso: nNx =120-0,65=782>5
n(1-x)=120-0,35=42>5 e
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=2 Intervallo di confidenza per la
varianza

Si consideri una popolazione Normale con media e varianza
entrambe ignote.
Come stimatori puntuali dei due parametri si possono

utilizzare: X — 4 S2 _y 52

Si pud dimostrare che la v.c. (n —1)52/02 ~ Z/%—l . Pertanto:

(n—1)52 o) ]:

_p| 2
1_0“'0(?(1—05/2S 2 = Zan

O
— P((n - 1)52/;(02(/2 <o’ <(n- 1)52/7512—05/2)

E quindi l'intervallo per la varianza al livello 1 -«

[(n B 1)82/X§/2 : (n B 1)82/7612—@/2] Mc
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FIGURA 12.6.1
Centili di una
distribuzione
Chi-quadrato.
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Determinazione numerosita campionaria

Si consideri una popolazione Normale con media ignota e
varianza nota. Ci si pu0 chiedere quale debba essere la
dimensione campionaria necessaria ad assicurare che la
semi-lunghezza dell’intervallo non superi un certo valore 4.

Dalla formula della lunghezza dell’intervallo di confidenza si

ottiene: )
n= (z Gj
a2 S5

Quando la popolazione non € Normale o la varianza e ignota

S 2

tuttavia in questo caso € necessario che la numerosita
risultante sia sufficientemente grande (>120)

si utilizza:
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Determinazione numerosita campionaria

Nel caso di popolazione Bernoulliana si ha:
9 7'2"(1 — 7’2")
n=2

A u u u u u u .
dove JT indica il valore della stima preliminare di

TT.

Se non si hanno informazioni a priori sul
parametro incognito si usa fissare valore
prudenziale pari a

#=0,5
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Esempio

Si vuole stimare la numerosita necessaria per
ottenere un intervallo di confidenza per n (ad es.
a proporzione di persone propense a dare la
preferenza a un certo candidato) in modo tale che
a semi-lunghezza dell’intervallo di confidenza al

ivello 0,95 non sia superiore a 0,05.

n =1962 05(0,5) _ 38416 ~ 385

0,052
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TABELLA 12.7.1 Intervalli di confidenza: schema riassuntivo

Popolazione Parametri Parametri Dimensione Stima dell’intervallo
noti ignoti del campione di confidenza

Intervallo di confidenza per la media

N [ o> Isiasi Xtz 9
ormale u qualsiasi n ol S NG
n
. _ S
Normale u, o* piccolo X £ ly/2,n-1) N
n
* - v S
Qualsiasi u, o* grande Xt Zy —\/_
n

Intervallo di confidenza per una proporzione

Bernoulli T grande Xx2Zy, ’M
n

Bernoulli T piccolo st veda la (12.5.2)

Intervallo di confidenza per la varianza

Normale u, o’ qualsiasi

(n-1)s* (n—-1)s?
Zi/z,(n—l} Zf—azz,(n—l)
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