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Concentrazione

Carattere quantitativo trasferibile:

* pUO essere ripartito tra le unita, come
reddito, ricchezza, vendite, produzione

* carattere numerico che si puo sommare e
dividere fra le unita

e ]a somma del wvalori ha senso economico o fisico



Concentrazione

Esemp1i:

* Reddito individuale: puo essere sommato —
reddito totale della popolazione.

* Ricchezza posseduta: si1 puo sommare O
distribuire tra persone.

* Vendite di imprese: somma delle vendite =
fatturato totale del mercato.

* Produzione agricola di ogni azienda = totale
della produzione nel settore.



Concentrazione

Non trasferibili:

*Eta, altezza, peso, numero di figli, voto
d’esame, ecc.

* Non si1i “sommano” 1n modo significativo per
ottenere un totale collettivo.



Concentrazione

X1,X>, ..., X, Vvalori del carattere per le n unita
statistiche

* Totale complessivo:



Concentrazione

X1,X>, ..., X, Vvalori del carattere per le n unita
statistiche

* Quota relativa del carattere per ciascuna
unita:
Xi

Pi=z

*Con le proprieta: p;=0 e Y_,p;i=1



Concentrazione

*Caso limite:
A
n

1
Xi = = Pi =~

* Equidistribuzione

* Tutte le unita possiedono la stessa quota del
carattere

* Ognl unita detiene la stessa parte del totale



Concentrazione

* Caso limite:
X1 =4, XxX,=x3=-=x,=0

* Massima concentrazione
* Tutto 1’ammontare e posseduto da una sola unita

* Una sola unita possiede tutto = concentrazione
massima



Concentrazione

Persona Reddito (€) Quota pi=xi/A
1 20 000 0.10

2 20 000 0.10

3 20 000 0.10

4 20 000 0.10

5 120 000 0.60
Totale 200 000 1.00

Il grado di concentrazione misura quanto la distribuzione reale
si discosta da quella di equidistribuzione.



Indice di Gini

Misura quanto la distribuzione osservata si
discosta dall’equidistribuzione perfetta

*G = 0 - equidistribuzione perfetta (tutti
possiedono la stessa quota)

*G = 1 - massima concentrazione (una sola unita
possiede tutto)



Indice di Gini

* Ordinando 1 valori x; in ordine crescente (x_1 <
X2 < <xn)

_ i=1 2}1=1|xi — le

G
2n4x

dove:

*X; = valore del carattere per 1’unita 1

_ 1 . . . . .
°(x::; i:pn) = medila aritmetica deil valori

*n = numero totale di unita



Indice di Gini

* Ordinando 1 valori x; in ordine crescente (x_1
<x2 <--<xn)

G

C 220 ix; n+1

_‘nZﬁﬂxi n

dove:
°l = e 11 rango (posizione ordinata) dell’unita

* (x;) = valore del carattere per quella unita



Indice di Gini

Unita xi Rango i
1 10 1
2 20 2
3 30 3

. _2(1:10+2:20+3-30) 3+1

360 3
G—2(140) 4—1555 1.333 = 0.222
- 180 3 7 T
G = 0.22 - bassa concentrazione, quindil

distribuzione abbastanza equa



Assocliazione tra 2 caratteri

* s1 osservano due caratteri statistici nello
stesso insieme di unita

e csiste una relazione tra le modalita dei due
caratteri?

* Una distribuzione doppia rappresenta la
frequenza congiunta con cul si1 presentano
simultaneamente due modalita, una per ciascun
carattere



Assocliazione tra 2 caratteri

Si consideri una collettivita di n unita
statistiche e si1ano:

*X: primo carattere con modalita Xxq,Xy,..,X,

*Y: secondo carattere con modalita Vi,V .., Vs



Assocliazione tra 2 caratteri

tabella a doppilia entrata di frequenze congiunte

nij
Y \ X X1 X2 . X, Totale (Y)
V1 niq Nyq . Nyq ni
Y2 nio Uy . Nyy n,;
Vs Nig Nos .« . Nyg ng

Totale (X) ny vy - Mk n



Frequenze marginali

Le distribuzioni marginali rappresentano la
distribuzione di ciascun carattere preso
singolarmente

* Marginali di riga (per 11 carattere X):

S

nL::ZST%i

J=1



Frequenze marginali

Le distribuzioni marginali rappresentano la
distribuzione di ciascun carattere preso
singolarmente

* Marginali di colonna (per 11 carattere Y):

r

nj::EST%i

=1



Frequenze marginali

Le distribuzioni marginali rappresentano la
distribuzione di ciascun carattere preso
singolarmente

* Totale complessivo:




Frequenze relative

S1 ottengono dividendo ognl frequenza assoluta per 11 totale
n:

nij

i =
n; n;
ﬁ—n ;[ "

In questo modo:

i=1j=1



Frequenze relative

Y \ X X1 X2 Totale (Y)
Y1 20 10 30
V> 30 40 70
Totale (X) 50 50 100

fi1 = 20/100 = 0.20 frequenza relativa congiunta

f1.
fa

50/100

0.50 frequenza relativa marginale

30/100

0.30 frequenza relativa marginale



Frequenze relative

Una classe di 50 studenti e stata classificata 1in base al genere e

al giudizio in statistica

Sufficiente Buono Ottimo
Maschi 10 8 ]
Femmine 5 12 38
Totale 15 20 15

1.Calcola le frequenze relative congiunte
2.Calcola le frequenze relative marginali

Totale

25
25
50



Frequenze relative

Una classe di 50 studenti e stata classificata 1in base al genere e
al giudizio in statistica

Sufficiente Buono Ottimo Totale
Maschi 10 8 7 25
Femmine 5 12 8 25
Totale 15 20 15 50
Riga Maschi Riga Femmine
fi1 = % = 0.20 = % =0.10 Marginali di riga Marginali di colonna
g 12 Maschi: i—i = 0.50 Sufficiente: — = 0.30
fi2 === 0.16 foo ==—==0.24 .25 20 0
50 50 Femmine: — = 0.50 Buono: — = 0.40
7 o) 50 %%
fi3 = T 0.14 f23 = 00 = 0.16 Ottimo: —- = 0.30



Frequenze relative

Una classe di 50 studenti e stata classificata 1in base al genere e

al giudizio in statistica

Maschi
Femmine
Totale

Maschi
Femmine

Totale

Sufficiente
10

5

15

Sufficiente
0.20
0.10
0.30

Buono

12
20

Buono
0.16
0.24
0.40

Ottimo

Ottimo
0.14
0.16
0.30

Totale

25
25
50

Totale
0.50
0.50
1.00



Distribuzioni condizionate

Mostrano come s1 distribuisce un carattere,
fissata una modalita dell’altro carattere.

Distribuzione di X condizionata a Y = Y;:




Distribuzioni condizionate

Mostrano come s1 distribuisce un carattere,
fissata una modalita dell’altro carattere.

* Distribuzione di ¥ condizionata a X = Xx;:




Distribuzioni condizionate

Mostrano come s1 distribuisce un carattere,
fissata una modalita dell’altro carattere

* Queste frequenze condizionate sommano a 1 per
ognl valore fissato del carattere

condilizilionante:
E fi|j=1 € E fj|i=1
{ J



Distribuzioni condizionate

Una classe di 50 studenti e stata classificata 1in base al genere e
al giudizio in statistica

Sufficiente Buono Ottimo Totale
Maschi 10 8 ] 25
Femmine 5 12 38 25
Totale 15 20 15 50

1.Calcola la distribuzione condizionata del giudizio
dato 11 genere maschile

2. Calcola la distribuzione condizionata del genere dato
il giudizio Buono

3. qualli combinazioni sono piu probabili?



Distribuzioni condizionate

Una classe di 50 studenti e stata classificata 1in base al genere e
al giudizio in statistica

Sufficiente Buono Ottimo Totale
Maschi 10 8 7 25
Femmine 5 12 8 25
Totale 15 20 15 50
nij

Distribuzioni di genere dato il giudizio fj; =—
J

Sufficiente (n_j = 15) Buono (n_j = 20) Ottimo (n_j = 15)
10 3 7
P(Maschi | Suff) = e~ 0.6667 P(Maschi | Buono) = 0= 0.40 P(Maschi | Ottimo) = e~ 0.4667
5 12 8
P(Femmine | Suff) = T 0.3333 P(Femmine | Buono) = 50" 0.60 P(Femmine | Ottimo) = 1c

~ 0.5333



Indipendenza statistica

Due caratteri X e Y sono statisticamente indipendenti se 1la
frequenza congiunta puo essere espressa come prodotto delle
marginali:

fij — fi. 'f.j
in terminil assoluti:
ni_,n_j
nij =
n

Ovvero la distribuzione condizionata di un carattere non dipende
dalla modalita dell’altro carattere



Indipendenza statistica

*Se fij>f.f; - le modalita x; e y; tendono a
comparire insieme piu spesso del caso
indipendente — associazione positive

*Se fij <fifj - le modalita tendono a escludersi -
associazione negativa



Indipendenza statistica

Y \ X x1 x2 Totale (Y)
v1 20 10 30
2 30 40 70
Totale (X) 50 50 100

Le frequenze marginali sono 1 totali per riga e per colonna (cioe la
distribuzione di ciascun carattere preso da solo).

e Totali di colonna (carattere X ):

* Totali di riga (carattere Y):



Indipendenza statistica

Y \ X x1 x2 Totale (Y)
v1 20 10 30
2 30 40 70
Totale (X) 50 50 100
Y\X f1j f2j ‘ Totale(Y) ‘ Le frequenze relative si
20 10
V1 fu = 100 0201 f21 = 100 LU f1=0.30 frequenza assoluta per
30 0.30 40 DG il totale (n
2 he =100 = %30 f2=70=%40 £, =070

ottengono dividendo ogni

100) .

Totale(X) fi. =0.50 f,, = 0.50 1.00 = My



Indipendenza statistica

Y \ X x1 x2 Totale (Y)
v1 20 10 30
2 30 40 70
Totale (X) 50 50 100

Calcolo teorico indipendenza
* Per la cella (xq,y1):

1(1teorico) =f, - f1 = 0.50%0.30 = 0.15



Indipendenza statistica

Totale (X)

* Frequenza osservata:
fi1 = 0.20

x1

20
30
50

x2
10
40
50

Totale (Y)

* Frequenza attesa 1n caso di 1ndipendenza:

1(1teorico) — 0.15

significa che la combinazione X B
piu spesso di quanto ci si aspetterebbe se X e Y fossero

indipendenti

x_l e Y

Y

1

30
70
100

si verifica



Indipendenza

Una classe di 50 studenti e stata classificata in base al genere ¢

al giudizio in statistica

Sufficiente Buono Ottimo
Maschi 10 8 ]
Femmine 5 12 8
Totale 15 20 15

1. Calcola le frequenze attese (indipendenza)

Totale
25
25
50



Indipendenza

Una classe di 50 studenti e stata classificata in base al genere ¢
al giudizio in statistica

Maschi
Femmine
Totale

Maschi
Femmine

Totale

Sufficiente
10
5
15

Suff.
7.5
7.5

15

Buono

12
20

Buono
10
10
20

Ottimo
7
8
15

Ottimo
7.5
7.5

15

Totale
25
25
50

Totale
25
25
50



Indipendenza

Interpretazione preliminare

Cella

Maschi—-Suff.

Maschi—-Buono

Maschi-Ottimo
Femmine—-Suff.
Femmine—Buono

Femmine—-Ottimo

Osservata

10

12

Attesa

7.3

10

7.3
7.3
10

7.3

Confronto

Osservata piu
alta

Osservata piu
bassa

quasil uguale
piu bassa
piu alta

quasili uguale



Misure di associliazione

Quando 1 caratteri X e Y sono qualitativi (cioe
non numericil)...

e |"associlazione sl studia tramite una tabella di
contingenza, formata dalle frequenze

congiunte n;;



Misure di associliazione

* Immagilniamo di aver 1intervistato 60 persone e
di aver ottenuto questa tabella di contingenza
(frequenze assolute n;j)

Reddito Reddito Reddito Alto

Basso (Y¥=1l) Medio (¥=2) (Y=3) Totale riga
Studio Basso
(X=1) 15 5 0 20
Studio Medio
(X=2) 5 15 5 25
Studio Alto
(X=3) 0 5 10 15
Totale

colonna 20 25 15 00



Misure di associliazione

Test di indipendenza — Chi quadrato di Pearson

* Serve per verlflcare se esiste un’associazione
tra 1 due caratteri

r S i'—'fﬂ' 2
XZZZZ(TLJEU J) e gl = (r — (s — 1)

i=1j=1

somma, cella per cella, quanto gli osservati
differiscono dagli attesi, rapportato all’atteso



Misure di associliazione

Test di indipendenza — Chi quadrato di Pearson

* Frequenze relative: f;=—;f =—=;f; ==
n ' n ;

* Se X e Y indipendenti1 ﬁjzfi'ﬁ

* Moltiplichiamo entrambi i lati per n: n; =nf;=nf -f;
nj N

* Da cui si deriva che: nj = -

Questa e la formula delle frequenze attese,
cioe quelle che ci aspettiamo se i due
caratteri fossero indipendenti.



Misure di associliazione

Test di indipendenza — Chi quadrato di Pearson

Per verificare se 1 dati seguono
davvero 1’ i1ndipendenza, confrontiamo:

* le frequenze osservate n;j,

(teorico)

* con le frequenze attese n;;

Se le differenze sono piccole - indipendenza
plausibile.

Se sono grandi - probabilmente 1 due caratterl sono
associlati.



Misure di associliazione

Test di indipendenza — Chi quadrato di Pearson

I gradi di liberta indicano quante celle possono variare
liberamente prima che 1 totali di riga e colonna “blocchino
le altre

44

- 2
* Calcoli Xjsservato

Confronti questo valore con quello critico della distribuzione Chi-quadrato, preso da
una tabella statistica o da un software (es. Excel, R, Python, calcolatrice scientifica).
Il valore critico dipende da:

* i gradi di liberta (gl),

* e 11 livello di significativita (es. o = 0.05)

Se:
Xﬁ%mva:>XéﬁwoSi rifiuta 1’ipotesi di indipendenza, quindili 1 due caratterl sono associati.



Test chi quadro

Una classe di 50 studenti e stata classificata 1in base al genere e

al giudizio in statistica

Sufficiente Buono
Maschi 10 8
Femmine 5 12
Totale 15 20

Ottimo Totale
7 25
8 25
15 50

1. Calcola le frequenze attese sotto 1’ipotesi di indipendenza

2. Calcola la statistica chi quadro
3. Determina i gradi di liberta

4. Confronta 11 valore ottenuto con 11 valore critico

a a=0.05)

5. 1 due caratteri (genere e giudizio)

(ad esempilo

sono 1ndipendenti?



Test chi quadro

Una classe di 50 studenti e stata classificata in base al genere ¢

al giudizio in statistica

Suff.
Maschi 7.5
Femmine 7.3
Totale 15

Contributi cella per cella:
Maschi-Suff.: (10— 7.5)*/7.5 = 0.8333
Maschi-Buono: (8—10)%/10 = 0.4000
Maschi-Ottimo: (7 —7.5)%/7.5 = 0.0333
Femmine-Suff.: (5—7.5)/7.5=0.8333
Femmine-Buono: (12 —10)%/10 = 0.4000
Femmine-Ottimo: (8—7.5)°/7.5 = 0.0333

Buono Ottimo Totale
10 7.5 25
10 7.5 25
20 15 50

X2~0.8333+0.4000+0.0333+0.8333+0.4000+0.033
3=2.533
gl=(r-1) (c-1)=(2-1) (3—-1)=2

per gl=2 il valore critico a a=0.05 e
circa 5.991; qui 2.533<5.991 = non
significativo al 5%



Test chi quadro

Una classe di 50 studenti & stata classificata in base al

al giudizio in statistica

Suff.
Maschi 7.5
Femmine 7.5
Totale 15

Buono
10
10
20

E importantissimo sottolineare:

contrario.

Ottimo
7.5
7.5

15

genere ¢

Totale
25
25
50

Il test non dimostra che 1 caratteri siano 1ndipendenti.
Dice solo che non ci sono prove sufficienti per affermare

11



Misure di associliazione

Coefficiente di contingenza di Pearson

* Misura normalilzzata del Xz,lchelindica l1"intensita
dell’associazione (non la direzione)

Y*+n

Valori possibili:
* C = 0 - indipendenza perfetta
e C vicino al valore massimo (< 1) — forte associazione

Il valore massimo dipende da r e s,

quindi non confrontabile tra tabelle di
dimensioni diverse



Misure di associliazione

Coefficiente di contingenza di Pearson

e T1 valore massimo teorico di €C non arriva mai a 1

* e diﬁende dal numero di righe e colonne della
tabella

Per esempio:

.18 %8% tabella 2x2, il massimo possibile di C e

* Tn una tabella 3x3, ~0.816
* Tn una tabella 4x4, ~0.866



Misure di associliazione

Coefficiente di contingenza di Pearson

— 2 2
Tabella X ° n - V(2 /(X Dimensioni
+ n))
20 100 0.408 2%2
B 20 100 0.408 3%x3

I valorl numericil sembrano uguali, ma nelle
due tabelle il massimo teorico e diverso.
Quindl non possiamo dire che 1’associazione
“e uguale” in forza nei due casi.



Misure di associliazione

V di Cramer

* Misura derivata dal y* corretta per la
dimensione della tabella, quindi
confrontabile

XZ
V?l-nnnO"—ﬁLs——l)
Valori possibili:
* V = 0 - 1ndipendenza
e V = 1 - associazione perfetta

E la misura piu usata per caratteri qualitativi nominali



Cramer

Una classe di 50 studenti e stata classificata 1in base al genere e
al giudizio in statistica

Sufficiente Buono Ottimo Totale
Maschi 10 8 ] 25
Femmine 5 12 38 25
Totale 15 20 15 50

1. Calcola 11 coefficiente di Cramer
2. Interpreta 11 risultato



Cramer

Una classe di 50 studenti e stata classificata 1in base al genere e

al giudizio in statistica

Sufficiente
Maschi 10
Femmine S
Totale 15

Buono Ottimo
8 ]
12 8
20 15
2533 _ /0.05066 ~ 0.225

Totale

25
25
50



Misure di associliazione

Gamma di Goodman e Kruskal

eMisura la forza e 1la direzione
dell’associazione tra due caratteri
ordinalil

Due coppie (x;¥;), (xj,yj) SOno:
* concordanti se (xl- — j)(yi —yj) > 0
* discordanti se (xl- — xj)(yi — yj) <0



Misure di associliazione

Gamma di Goodman e Kruskal

e Misura la forza e la direzione dell’associlazione
tra due caratteri ordinalzx

Siano:
C = numero di copple concordanti
D = numero di coppile discordanti
C—D
Y=TC+D

y = 1- perfetta concordanza (associazione positiva perfetta)
y = —1- perfetta discordanza (associazione negativa perfetta)

Yy = 0> indipendenza (nessuna associazione)



Misure di associliazione

Rho di Spearman

*Misura la correlazilione tra ranghi delle
due variabilili (anch’essa per dati
ordinali)

Assegnando 1 ranghi R; e §; dei caratteri X e Y:

2
62i=1 d;
n(n? —1)
di=R; —S; - differenza tra I ranghi

ps =1—

n - numero di unita



Misure di associliazione

Rho di Spearman

* Misura la correlazilione tra ranghi delle
due variabilili (anch’essa per dati
ordinali)

Assegnando i ranghi R; e §; dei caratteri X e Y:

67, df

T n(nz-1)
ps = 1> correlazione positiva perfetta (ranghi identici)

ps =1

ps = —1 - correlazione negativa perfetta (ranghi inversi)

ps = 0 - nessuna correlazione tra ranghi



Misure di associliazione

Rho di Spearman

*Dall’esempio.. s1 calcola 11 reddito medio
ponderato per ogni livello di studio:

2. ¥Yj M
n;
-yjziLZS sono 1 livelli di reddito,

5@ —

* nj; sono le frequenze osservate nella tabella,

*n; € 11 totale di riga (cloe gquante persone hanno quel
livello di studio)



Misure di associliazione

___Zﬁﬁmj
Yi =
n; si calcola 11 reddito medio ponderato per
yj=iL23 sono 1 livelli di reddito, —> , , .
n;; sono le frequenze osservate nella ogni livello di studio
tabella,

n; € il totale di riga (cioe quante persone
hanno quel livello di studio)

l Reddito Reddito Reddito Alto

Basso (Y¥=1l) Medio (¥=2) (Y=3) Totale riga
Studio Basso
(X=1) 15 5 0 20
Studio Medio
(X=2) 5 15 5 25
Studio Alto
(X=3) 0 5 10 15
Totale

colonna 20 25 15 00



Misure di associliazione

Rho di Spearman
*Esemplo per “studio basso”:

1154+ 2-54+3-0

Significa che chi ha “studio basso” ha
reddito medio pari a 1.25, cioe
prevalentemente basso



Misure di associliazione

Rho di Spearman

Assegniamo 1 ranghl da 1 a 3 alle
variapbili:

Livello di Studio

(X) Rango R, Reddito Medio Yy; Rango R,
Basso (1) 1 1 25 1
Medio (2) 2 2 00 5

Alto (3) 3 2.077 3



Misure di associliazione

Rho di Spearman
Calcolo delle differenza tra ranghi:

i R, R, d;=R,—R, d;
1 1 1 0 0
2 2 2 0 0
3 3 3 0 0
Ps =1

All’ aumentare del livello di studio,
aumenta anche i1l reddito in modo monotono



Misure di associliazione

Rho di Spearman

* Spearman non guarda quanto e grande la differenza, ma 1n che
direzione cambia:

* se X aumenta, anche Y aumenta?
* oppure Y diminuilisce?

* Quindili basta sapere 1’ordine deil valori medi:

V7 = 1.25 < J; = 2.00 < y5 = 2.67

e All’aumentare del livello di studio (da 1 a 3), aumenta anche
11 reddito medio.

* Per Spearman, questo corrisponde a una correlazione monotona
crescente perfetta, cioce pg= 1



Misure di associliazione

* X? dice “c’e dipendenza, s1 o no?”

* V di Cramer dice “quanto e forte 1la
dipendenza??”

* Gamma, Spearman dicono “la relazione e
monotona? cresce O decresce?”



