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Abstract

These notes are still a work in progress and are intended to be for internal use.
Please, don’t cite or quote.
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Chapter 1

Elementi di Teoria
Elementare delle Funzioni

1.1 Generalita sulle Funzioni
Siano dati due insiemi non vuoti, X, Y.

Definizione Con il termine funzione, o applicazione, di X in Y intendiamo
ogni regola f che consente di associare ad ogni elemento di X uno ed un
solo elemento di Y .

Notazione Per denotare una funzione di X in Y caratterizzata dalla regola f
adopereremo il simbolo f: X — Y.

E importante notare che gli elementi costitutivi di una funzione sono sia la
regola associativa f che gli insiemi di riferimento X ed Y. Pertanto modifi-
cando uno qualsiasi di tali elementi si ottiene una funzione differente. In effetti
il problema prioritario da risolvere nello analisi delle funzioni & proprio la de-
terminazione dell’insieme X sul quale una data regola f definisce una funzione
a valori in un dato insieme Y.

Definizione Chiameremo gli insiemi X ed Y rispettivamente dominio e codo-
minio della funzione. Inoltre, comunque considerato un elemento z € X
chiameremo immagine di x mediante f, o valore di f in z, e lo denoteremo
con il simbolo f(z), 'unico elemento y € Y associato ad = mediante la
regola f.

Definizione (Grafico di Funzione) Chiamiamo grafico della funzione f : X —
Y, e lo denotiamo con il simbolo I'¢, il sottoinsieme del prodotto cartesiano
X x Y dato da

Ty ¥ {(2,y) e X x Y |y =f(2)}.



Osservazione Un generico sottoinsieme S del prodotto cartesiano X x Y si
presta a rappresentare il grafico di una funzione se e solo se per ogni
x € X il sottoinsieme {z} x Y di X x Y interseca S in uno ed un solo
punto.

Definizione Comunque dato zg € X, il sottoinsieme {zo} x Y di X x Y & noto
come retta di X XY di equazione x = x¢ ed ¢ rappresentato graficamente
come una retta parallela all’asse rappresentante I'insieme Y spiccata dal
punto xy sull’asse rappresentante 'insieme X.

Esempio (Funzione Identica) Sia X un insieme non vuoto e sia f la regola

definita ponendo

f(x) dZEfx, Vo € X.

Tale regola consente di definire una funzione f : X — X, la cosiddetta
funzione identita su X, denotata anche con il simbolo idx : X — X.

Esempio (Funzione Generatrice dei Numeri Pari) Siano X =Y =Ne
sia f la regola definita ponendo

f(n) “on, WneN.

Tale regola consente di definire una funzione f : N — N, la cosiddetta
funzione generatrice dei numeri pari.

Esempio (Funzione Generatrice dei Numeri Dispari) Siano X = Y =
N e sia f la regola definita ponendo

f(n) “on+1, VneN.

Tale regola consente di definire una funzione f : N — N, la cosiddetta
funzione generatrice dei numeri dispari.

Esempio Siano X =Y = N e sia f la regola definita ponendo
def
f(n) = +v/n, VneN.
Tale regola non consente di definire una funzione f : N — N.
Esempio Siano X =N, Y =R e sia f la regola definita ponendo
def
f(n) =+/n, VneN.
Tale regola consente di definire una funzione f : N — R.
Esempio Siano X =R, Y =R e sia f la regola definita ponendo
def
f(z) = Vz, VzeR.

Tale regola non consente di definire una funzione f : N — R.



Esempio Siano X =R, Y =R e sia f la regola definita ponendo

)z, vreR,.
Tale regola consente di definire una funzione f: R, — R.

Esempio Dato il parametro a € R, siano X =Y = R, e sia f la regola definita
ponendo

f(x) Ly, VzeR.

Tale regola consente di definire una funzione f : R — R, la cosiddetta
funzione costante di valore a.

Esempio Dato il parametro a € R, siano X =Y =R, e sia f la regola definita

ponendo
def

f(z) = az, VzeR.
Tale regola consente di definire una funzione f : R — R, la cosiddetta
funzione lineare di rapporto incrementale a.

Esempio Dati i parametri a,b € R, siano X =Y =R e sia f la regola definita

ponendo

f(z) dzefam—l-b, Vo € R.

Tale regola consente di definire una funzione f : R — R, la cosiddetta
funzione affine di rapporto incrementale a e quota b, ovvero polinomio di
primo grado con coefficiente di grado massimo a e termine noto b.

Esempio Dato il parametro a € R, siano X =Y =R, e sia f la regola definita
ponendo

flx) gef az?, VreR.

Tale regola consente di definire una funzione f : R — R, la cosiddetta
funzione quadratica di convessita [risp. concavita] a, se a € Ry [risp.
acR_]

Esempio Datii parametri a,b € R, siano X =Y =R, e sia f la regola definita

ponendo
def

fz) =
Tale regola consente di definire una funzione f : R — R, la cosiddetta
funzione quadratica di convessita [risp. concavita] a, se a € Ry [risp.
a € R_] e di vertice —b/2a.

az? 4+ bxr, VxR,

Esempio Dati i parametri a,b,c € R, siano X = Y = R, e sia f la regola
definita ponendo

f(z) o +br+c, VoeR

Tale regola consente di definire una funzione f : R — R, la cosiddetta
funzione quadratica di convessita [risp. concavita] a, se a € Ry [risp.
a € R_], di vertice —b/2a e di quota c.



Esempio Dato il parametro a € R_, siano X =Y = R e sia f la regola definita
ponendo

f(z) Lo vzeR

Tale regola non consente di definire una funzione f : R — R.

Esempio Dato il parametro a € R, siano X =Y = R e sia f la regola definita
ponendo

f(z) Lo vzeR

Tale regola consente di definire una funzione f : R — R, la cosiddetta
funzione esponenziale in base a, denotata anche con il simbolo exp, : R —
R.

Esempio Dato il parametro a € R, siano X =Y = R e sia f la regola definita

ponendo

f(x) def log,(z), VxeR.

Tale regola non consente di definire una funzione f : R — R

Esempio Dato il parametro a € Ry — {1}, siano X =R;, Y =R esia f la
regola definita ponendo

f(z) Elog, (), VreR,.
Tale regola consente di definire una funzione f : R — R, la cosiddetta
funzione logaritmo in base a, denotata anche con il simbolo log, : Ry — R.

Esempio Ricordiamo che, comunque considerati m, n € N, diciamo che m ¢
un divisore di n se esiste k € N tale che

n==%k-m.

Ogni n € N possiede almeno due divisori, cosiddetti banali, il numero
n stesso ed 1. Diciamo che m ¢ un divisore non banale di n se m ¢
un divisore di n ed m ¢ {1,n}. Consideriamo adesso la regola f che
associa ad ogni n € N i suoi divisori non banali. Secondo tale regola i
numeri 1,2,3,5,7,11,13, ... non hanno nessun corrispondente. Sono infatti
i cosiddetti numeri primi, caratterizzati proprio dal non avere divisori
non banali. Tale regola non si presta pertanto a definire una funzione
f : N — N. Consideriamo allora la stessa regola che associa ad ogni
neN-{1,23,57,11,13,...} i suoi divisori non banali. In questo caso
ogni elemento di N —{1,2,3,5,7,11,13,...} viene associato ad almeno un
elemento di N. Tuttavia ci sono elementi di N—{1,2,3,5,7,11,13, ...} che
vengono associati a piu di un elemento. Ad esempio il numero 0 viene
associato ad ogni altro numero naturale, in quanto ogni numero naturale
€ un divisore di 0, il numero 6 viene associato a 2 e 3, e cosi via. In altri
termini, la regola considerata non si presta neanche a definire una funzione

f:N=1{1,2,3,5,7,11,13,..} - N.



1.2 Insieme Immagine e Controimmagine di una
Funzione

Sia f: X — Y una funzione di X in Y.

Definizione (Insieme Immagine) Considerato un sottoinsieme A di X chi-
amiamo immagine di A mediante f, e lo denotiamo con il simbolo f(A),

I'insieme ot
fASE{yeY |y=f(z), zc A}

In particolare, quando A = X, l'insieme f (X) ¢ chiamato insieme dei
valori di f.

Osservazione Comunque considerati A;, As C X risulta:
1. f(A1UA2) = f(A1) U f(A2);
2. f(Al N Ag) - f(Al) N f(A2)7

Esercizio Mostrare che non & in generale vero che comunque considerati
Ap, Ay C X risulta f(A1 N Az) = f(A1) N f(A2).

Esercizio Esiste una qualche relazione tra f (A%) ed f(A)S 7

Definizione (Insieme Controimmagine) Considerato un sottoinsieme B di
Y chiamiamo controimmagine, o immagine inversa, di B mediante f, e lo
denotiamo con il simbolo f~!(B), I'insieme

def

fHB) = {ze X | f(x) € B).

Osservazione Comunque considerati By, Bo C Y risulta:
1. f7Y(B1UBy) = f~'(B1) U f~'(Ba);
2. f7YB1NBy) C f~HB1)N fH(Ba);

3. f7U(BY) = f1(B)%-

1.3 Funzioni Iniettive, Suriettive, Biiettive
Sia f: X — Y una funzione di X in Y.

Definizione (Funzione Iniettiva) Diciamo che f : X — Y & iniettiva se
comunque considerati z1,x2 € X tali che x1 # xo, si ha f(x1) # f(z2).
In altri temini, se ad elementi distinti del dominio X vengono associate
immagini distinte del codominio Y.



Osservazione (Funzione Iniettiva) La funzione f : X — Y & iniettiva se
e solo se considerati x1,29 € X tali che f(x1) = f(x2) si ottiene neces-
sariamente che x; = zo. Ossia, se due elementi del dominio hanno uguali
immagini allora essi stessi sono necessariamente uguali.

Osservazione (Funzione Iniettiva) La funzione f : X — Y & iniettiva se e
solo se per ogni y € Y 'equazione

fl@)=y
ha al pitt una soluzione.

Osservazione (Funzione Iniettiva) La funzione f : X — Y & iniettiva se e
solo se comunque considerato yo € Y'.il sottoinsieme X x {yo} del prodotto
cartesiano X x Y interseca il grafico I'y della funzione in al pili un punto.

Definizione Comunque dato yo € X, il sottoinsieme X x {yo} di X x Y & noto
come retta di X XY di equazione y = yqy ed e rappresentato graficamente
come una retta parallela all’asse rappresentante l'insieme X spiccata dal
punto yo sull’asse rappresentante 'insieme X.

Definizione (Funzioni Suriettive) Diciamo che f : X — Y & suriettiva se
comunque considerato y € Y esiste almeno un z € X tale che f(z) = y.
In altri temini, se ogni elemento del codominio Y € immagine di almeno
un elemento del dominio X.

Osservazione (Funzione Suriettiva) La funzione f: X — Y & suriettiva se
e solo se per ogni y € Y 'equazione

fl@) =y
ha almeno una soluzione.

Osservazione (Funzione Suriettiva) La funzione f: X — Y & suriettiva se
e solo se comunque considerato yo € Y la retta di X x Y di equazione
Yy = yo interseca il grafico I's della funzione in almeno un punto.

Definizione (Funzione Invertibile) Diciamo che f : X — Y & biiettiva se &
sia iniettiva che suriettiva.

Osservazione (Funzione Invertibile) La funzione f : X — Y & biiettiva se
e solo se per ogni y € Y 'equazione

fl@) =y
ha una ed una sola una soluzione.

Osservazione (Funzione Invertibile) La funzione f : X — Y & invertibile
se e solo se comunque considerato y € Y la retta di X x Y di equazione
y = Yo interseca il grafico I'y della funzione in uno ed un solo un punto.



1.4 Funzioni Composte, Funzioni Invertibili, Fun-
zioni Inverse

Siano X, Y, Z insiemi non vuoti e siano f : X - Y e g: Y — Z due funzioni.

Definizione (Composizione di Funzioni) Chiamiano funzione composta di
f: X —>Yeg:Y — Z, eladenotiamo con il simbolo go f: X — Z, la
funzione di dominio X e codominioY” data da

def

(go f)(z) = g(f(x)) VzeX.

Osservazione (Composizione di Funzioni) In generale date le funzioni f :
X - Y eg:Y — Z non ha senso considerare la funzione composta
associata alla regola f o g. Cio perche il codominio Z di g potrebbe non
avere nulla a che fare con il dominio X di f. Inoltre, anche quando fosse
possibile considerare la funzione composta associata alla regola f o g, ad
esempio qualora Z C X, in generale la funzione composta fog:Y — Y
¢ diversa da go f : X — Z, e cid anche quando X =Y = Z.

Esempio Siano X =Y =R, sia f : R — R definita ponendo

f(z) 241, VreR,

e sia g : R — R definita ponendo

def
g(y) = y*, VyeR.

La funzione composta go f : R — R e allora definita da

def 2
)

(go f)x) = (z+1)

Da notare che in questo caso resta anche definita la funzione composta
fog:R—Resiha

Vo € R.

def 2

(fog)x) =2“+1, VreR.

Siano X, Y insiemi non vuoti, sia f : X — Y una funzione di X in Y e siano
idx : X — X ed idy : Y — Y le funzioni identiche su X ed Y rispettivamente.

Definizione (Funzioni Invertibili) Diciamo che f : X — Y & invertibile
se esiste una funzione g : Y — X, tale che per le funzioni composte
gof: X —Xefog:Y —Y siabbia

gof=idx, e fog=idy.

Una tale funzione g : Y — X, se esiste, ¢ chiamata funzione inversa di f
ed ¢ solitamente indicata con il simbolo f=!:Y — X.



Osservazione La funzione f : X — Y & invertibile se e solo ¢ biiettiva.

Siano X, Y insiemi non vuoti, sia f : X — Y una funzione invertibile di X
inYesia f7':Y — X l'inversadi f: X - Y.

Osservazione Per ogni sottoinsieme B di Y la controimmagine di B medi-
ante f : X — Y coincide con I'immagine di B mediante f~!:Y — X.
In simboli, pur essendo la controimmagine di B mediante f : X — Y e
l'immagine di B mediante f~' : Y — X due concetti differenti, le no-
tazioni adottate conducono all’apparente tautologia

f7UB) = f71(B).

Si noti altresi che nel momento in cui il sottoinsieme B di Y si riduce al
singleton {y}, per un certo y € Y, possiamo scrivere

) ={r~"w}.

dove il secondo membro & definito in virtu della supposta invertibilita di
f: X — Y. Sinoti infine che, per un piu generale sottoinsieme B di Y, in
virtu dell’uguaglianza B = U {y} e della Proprieta 1.2.1, risulta ancora

yeB
A= YJw=Ur'dw=U{r'w=r'm),
yeB yEB yEB

dove si vede un po piu chiaramentre che il primo e 'ultimo membro della
catena d’uguaglianze sono rispettivamente la controimmagine di B medi-
ante f: X — Y e 'immagine di B mediante f~!:Y — X.



