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ABSTRACT These notes are still a work in progress and are intended to
be for internal use. Please, don’t cite or quote.
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Applicazioni Economiche Elementari

Esempio (Funzione di Domanda Aggregata di Engels) Lalegge che
governa la domanda di consumo aggregata di un agente economico
puo essere espressa in prima approssimazione dalla funzione lineare

C =cy+mR,

essendo C la domanda di consumo dell’agente, cq la spesa di con-
sumo autonoma, ossia la domanda di consumo imprescindibile per
le necessita vitali dell’agente, R il reddito dell’agente ed m la sua
propensione marginale al consumo, ossia la frazione del reddito che
I’agente e intenzionato a destinare al suo consumo.

Esempio (Funzione di Produzione Lineare) La legge che governa la
produzione di una compagnia puo essere espressa in prima approssi-
mazione dalla funzione lineare

P =py+mK,

essendo P la produzione della compagnia, py la spesa di produzione
autonoma, ossia le spese imprescindibili per ’avvio della produzione,
K il capitale investito nel processo produttivo ed m la redditivita
marginale del capitale investito, ossia 'efficienza con cui il capitale
investito contribuisce al processo produttivo.

Esercizio (Funzione di Produzione di Cobb-Douglas) Sia Ri il prodotto
cartesiano dell’insieme dei numeri reali non negativi R per se stesso.
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Si assuma che una coppia (K, L) € Ri rappresenti il numero di ore la-
voro e di unita di capitale necessarie alla produzione di @@ unita di un
dato bene. La legge di Cobb-Douglas afferma che in prima approssi-
mazione la quantita @) dipende dal capitale K e dalla forza lavoro L
impiegati secondo la funzione

Q=cK*L?

dove ¢ > 0 ¢ una costante che riassume altre possibili influenze sulla
produzione (ad es. la tecnologia che interviene nel processo produt-
tivo) ed « e 3 sono esponenti costanti. Descrivere le curve di indif-
ferenza distinguendo i tre casi a4+ 3 = 1, rendimenti di scala costanti,
a+ [ > 1, rendimenti di scala crescenti, a + 3 < 1, rendimenti di
scala decrescenti.

Esercizio Sia Ri il prodotto cartesiano dell’insieme dei numeri reali non

negativi Ry per se stesso. Un elemento x € Ri ¢ allora una coppia
di numeri reali non negativi © = (1, x3) e si presta a rappresentare
un possibile paniere di 2 beni di cosumo. Si supponga che la funzione
di utilita di un consumatore rispetto all’acquisizione di un paniere di
beni di consumo cosi costituito, U : Ri — Ry, sia data da

def
U(zx1,22) = /T123.

Descrivere le curve di indifferenza. Si supponga inoltre che i due beni
abbiano rispettivamente prezzi p;,ps € R;, e che il consumatore
possa investire solo una quota fissa ry del suo reddito R nell’acquisto
di un tale paniere di beni. Individuare la scelta ottima del consuma-
tore.

Esercizio Con riferimento all’esercizio precedente, si supponga stavolta

che la funzione di utilita di un consumatore rispetto all’acquisizione
di un paniere z = (x1,z2) di beni di consumo, U : Ri — Ry, sia
data da

def
U(Jfl,xg) = xr1 + T12o.

Descrivere le curve di indifferenza. Si supponga inoltre che i due beni
abbiano rispettivamente prezzi p1,p2 € Ry; e che il consumatore
possa investire solo una quota fissa rg del suo reddito R nell’acquisto
di un tale paniere di beni. Individuare la scelta ottima del consuma-
tore.

Esercizio Semore con riferimento ai precedenti esercizi, si supponga che

la funzione di utilitd di un consumatore rispetto all’acquisizione di
. — . . . . 2 .
un paniere x = (x1,22) di beni di consumo, U : R7 — R, sia data

da
def 2
U(zy,x2) = /21 +25.
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Descrivere le curve di indifferenza. Si supponga inoltre che i due beni
abbiano rispettivamente prezzi p;,ps € R4, e che il consumatore
possa investire solo una quota fissa ry del suo reddito R nell’acquisto
di un tale paniere di beni. Individuare la scelta ottima del consuma-
tore.

Comunque fissato ug € Ry, le curve d’indifferenza sono catterizzate
dall’equazione
U(z1,72) = uop.

Nel caso considerato si tratta allora dei sottoinsiemi di punti z =

(z1,22) di R% tali che
\/T1+ x% = U,

0, equivalentemente, tali che

T+ ;vg = ug
Al variare di up € Ry, tali sottoinsiemi risultano allora essere archi di
parabola in Ri, con asse coincidente con l’asse delle ascisse, vertice
V = (u,0) ed intersecanti I’asse delle ordinate nel punto P = (0, up).
11 vincolo di bilancio & altresi Uinsieme dei punti di punti z = (x1, x2)
di Rﬁ_ tali che
P1%1 + paxa = To

e questo ¢ un segmento di Rﬁ_ che interseca ’asse delle ascisse e ’asse
delle ordinate nei punti Q1 = (r9/p1,0) e Q2 = (0,70/p2). La scelta
ottima del consumatore si ottiene scegliendo un paniere di beni x =
(21, x2) che soddisfa il vincolo di bilancio e che massimizza 'utilita
del consumatore stesso. Tecnicamente si tratta di determinare il

Max  Ul(xy,x2).
P1Z1+Pp2T2=T0
Nel caso considerato tale problema puo essere risolto in modo ele-
mentare osservando che dato il vincolo di bilancio, risulta

To — P22
Ty = ———, 0<x9 <79/ps.

p1
Inoltre, & facile rendersi conto che essendo la funzione \/x monotona

crescente, avremo

Max  U(zy,z2) = Max a1+ 23

p1T1+p2T2="0 P1x1+p2T2=T0
In definitiva non ci resta che determinare

To — P22
Mar —+ 1’3
0<z2<ro/p2 D1
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A tale scopo, osserviamo che la funzione

To D2 2
— — —Tg + x5

P11 N
¢ un trinomio di secondo grado, il cui grafico & una parabola che
rivolge la concavita verso l'alto. Pertanto tale funzione ammettera
massimo nell’intervallo chiuso e limitato [0,7¢/p2] in uno degli es-
tremi. Precisamente, avendosi

ro P2 2 To
— — =y + 75 .
1 D za=0 P1
e
ro P2 2 o
= — 2y + 23 =
P P wy=ro/p2 P2

il massimo verra assunto in zo = 0 o in xo = rg/pe secondo che
sia p3/p1 < ro 0 p3/p1 > 1. Secondo che si presenti la prima o
la seconda delle due eventualita indicate, il consumatore scegliera il
paniere di beni (rq/p,0) o (0,7r¢9/p2) ricavandone 'utilitdh massima
possibile U(rq/p,0) = \/7o/p 0 U(0,r0/p2) = 70/D2-

Ruolo del Numero di Neper in Economia Consideriamo un capitale
C che ad un certo istante tg = 0 viene investito da un agente in
una attivita economica o finanziaria per un certo intervallo di tempo.
Allistante terminale ¢ del tempo di investimento, 1’agente liquida la
propria posizione nell’investimento ricavando una citfra M (t), cosid-
detta montante dell’investimento al tempo t. La quantita

¢ il cosiddetto interesse dell’investimento al tempo t. Le quantita

i L e 2L,
sono rispettivamente chiamate, tasso di interesse e fattore di capital-
1zzazione dell’investimento al tempo t. L’impiego del fattore di capi-
talizazione consente di scrivere una comoda relazione tra il montante
di un investimento ed il capitale iniziale, ossia

M(t) = Cr(t) (1.1)

inoltre il fattore di capitalizzazione ¢ legato al tasso di interesse me-
diante la

r(t) = 1+ i(t). (1.2)

Gli investimenti in una attivita economica, ed ancor piu finanziaria,
sono generalmente caratterizzati dal tasso di interesse offerto all’investitore.
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Pertanto, mediante la (1.1) e (1.2), I'investitore potra determinare il
montante ricavato da un suo investimento a fronte dell’impiego di un
capitale iniziale. Tra le varie forme assunte dalla funzione tasso di in-
teresse i(t) la piti elementare, ancorche economicamnte significativa,
¢ il cosiddetto interesse semplice, caratterizzato dalla struttura

che esprime la circostanza che il tasso di interesse sia proporzionale
alla durata dell’investimento mediante una costante di proporzion-
alita i,, nota come tasso di interesse periodale, che esprime I'interesse
relativo al capitale unitario impiegato in un intervallo di tempo uni-
tario, una volta fissate le unitd di misura del denaro e del tempo.
Assumendo un tale tasso di interesse, si ottengono le seguenti re-
lazioni

I(t) = Ciyt, (1.3)
r(t) =1+ iyt (1.4)
M(t) = C(1 + iyt). (1.5)

L’investimento a tasso di interesse semplice, prevede che l'interesse
dell’attivita economica, che matura durante il periodo di investi-
mento, venga corrisposto al’investitore solo al termine del periodo
di investimento stesso. Non & quindi possibile investire nell’attivita
economica gli interessi via via maturati. Come si dice abitualmente,
gli interessi non vengono via via capitalizzati. Consideriamo adesso la
possibilita di dividere l'intervallo di investimento [0, ¢] nei sottointer-
valli [0, s] e [s,t], con 0 < s < ¢, investendo un capitale C' nell’attivita
economica, ma capitalizzando gli interessi prodotti nell’intervallo di
tempo [0, s] allo stesso tasso di interesse semplice. Si ottiene stavolta
un montante pari a

M(t) = (1+ ips)(1 +ip(t — 5))C.

Non ¢ difficile rendersi conto che tale montante assume valore mas-
simo per s* = ¢/2 in corrispondenza del quale si ha

¢ 2
M,-(t)=C (1 +z'p2> .

Dividendo 'intervallo di tempo [0, ¢] nei sottointervalli [0, s1], [s1, $2]
e [sg,t], con 0 < 81 < $3 < t, investendo lo stesso capitale C' e
capitalizzando gli interessi prodotti in [0, $1] e [s1, 2] allo stesso tasso
di interesse semplice, il montante diviene

My, 5, (t) = (1 +ips1) (1 +ip(s2 — s1)) (1 +ip(t — 52))C.
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Si puo allora provare che tale montante assume valore massimo per
sy =1t/3, s5 =2t/3 e che in corrispondenza si ha:

N\3
MSI,SEt) = (1+ip3> C.

Procedendo ulteriormente, e dividendo l'intervallo di tempo [0, T] nei
sottointervalli [0, s1], [$1,82],-+) [Sn—2, Sn—1], [Sn—1,t], con 0 < $1 <
So < -+ < Sp_o < Sp_1 < t, investendo lo stesso capitale C' e capital-
izzando gli interessi prodotti in tutti i sottointervalli allo stesso tasso
di interesse semplice, il montante diviene

My, 5,500 (1) = (Iips1) (I4ip(sa=51)) - - - (14ip(sn—2=8n-1)) (1+ip(t—=sn-1))C.

Si puo provare che tale montante assume valore massimo per s7 =
t/n, s5 = 2t/n,.., si_o = (n—2)t/n, s&_, = (n— 1)t/n, ed in
corrispondenza:

Ct\"
M; 55,57, (1) = (1 +an> ¢

Al limite, se si potesse effettuare una capitalizzazione “continua” degli
interessi prodotti, sempre allo stesso tasso di interesse semplice, si
otterrebbe

Mo (t) = lim c(1+¢pfl) = Cexpliyt).

n—-+o0o
In particolare se i, =1, C'=1,t =1,
M =e.

Pertanto il numero di Neper e esprime il montante prodotto da una
capitalizzazione semplice, ma continua, a tasso periodale unitario di
un capitale unitario in un intervallo di tempo unitario.



